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¥ EjweBlegis fie’ Bachitléred les un organismo publico principaimente al
“%Servicio de los jovenes de escasos recursos economicos, con aspira-
% ciones firmes para alcanzar mas eievados niveles culturales y mejores
¢ condiciones de vida. Representa, en efecto, una ampliacién de oportu-
# nidades para obtener el bachillerato. Asi lo establece el Decreto que
lo creo: se imparte ensefianza escolar y extraescolar. La primera se
realiza actualmente en 22 pianteles,de los cuales funcionan tres en la
Ciudad ‘'de Chihuahua y 19 en el area metropolitana de la Ciudad de
*México.” T :

Las actividades extraescolares se desarrollan con entusiasmo y singu-
lar éxito. Tal es el caso del sistema de ensefanza abierta, una excelen-
te oporiunidad para muchas personas gue no pueden dedicar tiempo
completo o medio tiempo a sus estudios, pero que estan dispuestas
a continuarlos.

E! Colegio de Bachilleres cumple el compromiso de la ensefianza abier-
ta con la maxima seriedad académica, con eficiencia técnica y res-
ponsabilidad administrativa. En efecto, ha dedicado al SEA un esfuer-
zo muy cuidadoso para elaborar, implementar y realizar un programa
de trabajo de reconocida calidad e integrar un equipo humano, acadé-
mico y técnico, capacitado especificamente y dotado de todos los re-
cursos posibles.

Es necesario reiterar que la ensefianza abierta no es complementaria
de la escolar ni pretende sustituirla; tiene indudabiemente validez por
si misma a nivel nacional; esto es, guienes concluyan su bachillerato
en el SEA del CB tendran derecho, satisfechos los requisitos del caso,
a ingresar a cualquiera de las instituciones de educacién superior del
pais o del extranjero, en igualdad de posibilidades con todo bachilier.
En la conviccion de que los resultados del SEA son y deben seguir
siendo de buena calidad, e! Colegio de Bachilleres ha contratado los
servicios profesionales de un numeroso grupo de profesores de reco-
nocida competencia académica, para atender las necesidades de com-
posicion de textos especiales, por su calidad y por su orientacion pe- -
dagogica, para los educandos inscritos en el SEA.

E! objeto primordial de este texto es el de servir de guia efectiva, sa-
tisfactoria y agradable, de tal manera que el educando pueda rea-
lizar sus estudios bajo su cuidado y responsabilidad, y lo haga con
alegria y, sobre todo, con éxito. En definitiva, al estudiante le resul-
tara muy agradable su esfuerzo vy, ademas, altamente provechoso y
formativo de‘una nueva y recia personalidad, socialmente mas util
y, en lo individual, plenamente realizada.

Este libro ha sido hecho con carifio y en funcién directa de bien servir
tus intereses y requerimientos de orden académico, amigo estudiante.
En esa conviccion, el Colegio lo pone en tus manos.

MTRO. J. ANGEL VIZCAINO P.
DIRECTOR GENERAL DEL
COLEGIO DE BACHILLERES
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Este es un texto diagramado. Le hemos denom,mado asi porque
presenta en forma gréafica y objetiva los distintos aSpectos -que
integran los temas de estudio.

Para facilitar el estudio y como una guia del proceso de apren--

dizaje, este texto diagramado presenta las siguientes caracte-
risticas que ird observando:

Al principio de cada secuencia se presentan las ideas preli-
minares. Estas ideas le dan un panorama general de la im-
portancia del tema que va a estudiar y de sus posibles
aplicaciones en la vida practica, o de las relaciones que
tiene con sus experiencias o conocimientos adquiridos.

El texto en negritas enmarcado se refiere a conceptos, defi-
niciones o formulas que usted debe retener en su memoria
por ser fundamentales y para poder contestar acertadamente
las evaluaciones.

CLAVES

DE
ESTUDIO

ldeas preliminares

Conceptos
definiciones y
formulas

Procure realizar estos ejercicios para comprobar y afirmar sus
conocimientos, sin presion de tiempo ni preocupacion de resul-
tados, realicelos en un momento de tranquilidad y reposo.

Las sugerencias de estudio no deben quedar en el olvido. Si
usted quiere reafirmar o ampliar sus conocimientos o comple-
mentar los temas presentados en su’ texto diagramado, propon-
gase realizar las actividades recomendadas. Para facilitarse su
realizacién le estamos sefalando la consulta de libros de facil
acceso en bibliotecas o en su Centro de Estudios, ademas, le
indicamos el capitulo y la pégina.

También le indicamos los radiomddulos y telemédulos que us-

ted puede escuchar o ver en su Centro de Estudios, no se los
pierda, compruebe que es mas facil y atractivo aprender con
las ayudas audiovisuales que hemos preparado especialmente
para usted.

Fijese bien. Cuando antes de un texto vea esta abreviatura N.B.
(nota bene expresion latina que significa fijese bien), es un
llamado de atencion para que usted observe con cuidado una
explicacion o una instruccion que se le da enseguida.

EJERCICIOS
DE
APLICACION

SUGEREN
CIAS
DE ESTUDIO




Este Médulo tiene como proposito fundamental hacerle tomar par-
te en la construccién del modelo matematico de los hechos del
azar: es decir, del espacio probabilistico. Este no es el tinico mo-
delo que puede proponerse para eseé tipo de situaciones, ya que
existen otros como los conjuntos difusos, pero el modelo que
aqui trataremos es uno que ha encontrado un gran ndmero de
aplicaciones en diversos campos, que van de las ciencias exac-
tas y naturales a las ciencias sociales; pasando por la medicina,
fa ingenieria, la agricultura y muchas otras sreas de la ciencia
aplicada.
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Quisiéramos enfatizar el proposito de involucrar y alejar a usted
de una posible actitud pasiva, que no consideramos conduzca a

ningin aprendizaje. Para ello, utilizaremos un método de pre- .

sentacién que consiste en plantear preguntas y problemas en el
transcurso de la exposicion y, de esta manera, hacer que su aten-
cién se enfoque sobre aquellos puntos que méas la requieren.

Por otro lado, el contenido de este Médulo tiene como propoésito
central el proceso mismo de abstraccién, entendido como paso
de la realidad concreta a la esfera de lo abstracto y, abiertamen-
te, evita enfrentarlo con un objeto abstracto ya construido.
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En las secuencias 3 (Algebra de eventos) y 4 (Espacio probabilis-

tico) es donde construiremos el modelo. En la primera de las
dos aprenderemos a representar los.resultados y los eventos de
un experimento mediante objetos matematicos (conjuntos); en
tanto que en la secuencia 4 aprenderemos a evaluar los distintos
eventos mediante la funcién de probabilidad. Durante todo el
proceso mantendremos una actitud totalmente empirista, que
hace recaer la eleccién del modelo matemético en la informacién
empirica.

Este tratamiento ird precedido de una breve resefia histérica,
destinada a bosquejar la evolucion de la idea de probabilidad, a
la vez que a ilustrar con este caso la dependencia de los con-
ceptos cientificos de las circunstancias sociohistéricas de las
que nacen. ‘

La secuencia 2, El caso finito, tiene como finalidad presentar
una instancia muy especifica del espacio. probabilistico; es de-
cir, aquel que estéd asociado con los experimentos que tienen
un ndmero finito de resultados. Ademés de su sencillez, este
ejemplo tiene la virtud de ser aplicable en una extensa variedad
de casos de interés y ademds de que no requiere de herramien-
tas matematicas mas all4 de los principios basicos del analisis
combinatorio. Para su comodidad desarrollaremos las leyes ba-
sicas del contar a partir de primeros principios. En esta secuen-
cia presentaremos el problema de la estadistica de particulas,
situacién que utilizaremos a lo largo de la primera unidad para
ilustrar los conceptos que utilicemos y, también, como material
de motivacién. Este material constituye una especie de leit
. motiv* para esta unidad y se presenta en un contexto que ilustra
el papel que juegan la matemética, la ciencia y la tecnologia
en el conocimiento humano.

El modelo espacio de probabilidad nacié del esfuerzo por sinte-
tizar los aspectos generales de los fenémenos o experimentos
aleatorios, para que, al trabajar con él, se obtengan resultados
que tengan validez para todos los modelos de espacio de pro-
babilidad especificos a los experimentos o fenémenos aleatorios.

* Nota. Este término viene del aleman y significa hilo conductor.




Con objeto de acercarnos mas a esta finalidad es necesario en-
riqlecer el modelo general introduciendo conceptos coma: pro-
babilidad condicional, independencia de eventos, el concepto de
variable aleatoria y su distribucién probabilistica y el valor es-
perado o esperanza de una variable aleatoria. Con estos con-
ceptos adicionales podremos formular una mayor cantidad de
problemas y prepararemos el camino para estudiar algunas con-
secuencias importantes del modelo, el cual es el objeto de es-
tudio de! Médulo 3 de esta serie. La segunda unidad de este
Médulo se ocupa de enriquecer el modelo mediante estos con-
ceptos.

De cuando en cuando se insertan comentarios informales. Dichos
comentarios son parte integral de este material, pues constitu-
yen llamadas de atencién al lector cuyo propdsito es hacerle
participar activamente en la lectura. De ninguna manera deben
ignorarse, sobre todo si tomamos en cuenta que una gran pro-
porcion de los lectores de esta obra realizan sus estudios en el
Sistema de Ensefianza Abierta y no cuentan con una gufa directa
por parte de un profesor. '
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'" EL MODELO - MODULO -
PROBABILISTICO

i

- Al finalizar el estudio de este Moédulo, usted podra:

1. Diferenciar entre situaciones deterministicas y no deter-
ministicas. '

2. Construir modelos probabilisticos para situaciones sim-
ples no deterministicas.

3. Aplicar el concepto de probabilidad a la resolucién de
i problemas sencillos.

4. Aplicar los conceptos de independencia y condiciona-
i miento a la resolucién de problemas sencillos.

¢ 5. Introducir los conceptos de variable aleatoria.y valor es-
b perado y aplicarlos en la resoluciéon de problemas sen-
cilios.




UNIDAD 1

 CONSTRUCCION
' DEL MODELO

SECUENCIAS OBJETIVOS

Al finalizar el estudio de esta unidad, us-
ted podra:

&
i
4

. Desarrollo his{érico. 1.1 Resefiar brevemente la evolucion his-
térica del concepto de probabilidad.

[y

2. El caso finito. 2.1 Hacer una critica elemental de la
idea de equiprobabilidad.

2.2 Aplicar los principios basicos del:
contar.

3. Algebra de eventos. 3.1 Diferenciar entre situaciones deter-
ministicas y otras no deterministi-
cas. '

3.2 Representar los eventos asociados a
un experimento mediante el algebra
de conjuntos.

4, Espacio probabilistico. 4.1 Asignar valores de verdad a los
eventos asociados a un experimen-
to.

4.2 Distinguir entre los diferentes enfo-
F ques a la probabilidad.

4.3 Aplicar las leyes elementales del
calculo de probabilidades.

i0




Secuencia 1

Desarrolio
* histérico

El interés del hombre por los hechos y actividades en que
aparece en forma manifiesta el azar es tan antiguo como
el hombre mismo; algunos murales encontrados en tumbas
egipcias muestran a nobles sentados frente a una mesa y
enfrascados en lo que parece ser un juego de azar. Ya bien
conocidas en la antigiiedad eran también algunas practicas
similares a los seguros modernos; se sabe que los cole-
gios o cofradias romanas pagaban una suma de dinero a los
parientes de cualquiera de sus miembros que hubiese muer-
to. Esta costumbre fue heredada por las cofradias de |a Edad
Media, las cuales también practicaban este tipo de activi-
dades. El comercio maritimo fue también responsable de la
aparicion de otro tipo de seguros en la época de los grie-
gos, que consistian en préstamos o hipotecas sobre barcos:
los préstamos se pagaban con intereses si el barco [legaba
& puerto con su carga y en caso contrario se cobraba como
un seguro.

SR TR n—

Si bien es cierto que la historia de los seguros no es bien cono-
cida, también es cierto que la de los bancos y e! intercambio mo-
netario si estd bien respaldada por documentos. En efecto, se
sabe que durante el siglo V a.C. los bancos ya estaban bien
establecidos en Atenas y que los italianos, especificamente los
florentinos, tenian en el siglo XIV d.C. bancos en Ia mayoria
de las capitales europeas, con las cuales comerciaban inten-
samente. Con objeto de controlar los procesos de inflacion y de-
flacion que tales practicas desataron (y que tan bien conocemos
nosotros. por desgracia) se plantearon ciertos problemas de tipo
actuarial que se resolvieron mediante técnicas probabilisticas ru-
dimentarias. Asi, por ejemplo, en 1552 Sir Thomas Gresham es-
tablecid restricciones cambiarias con Flandes y Amberes, como
una medida con miras a restablecer el desfalleciente crédito in-
glés.

Sin embargo, no fue sino hasta el Renacimiento que el concepto
de probabilidad empezé a tomar forma explicita, aunque sélo de
vez en cuando llegaban a oidos de los matematicos los proble-
mas que surgian de los juegos de azar, a que tan afectos eran
los nobles de la época. En el siglo XVI algunos de ellos atrajeron
la atencién de Galileo (1564-1642) hacia un problema de dados.
El problema era el siguiente:

11
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Primer problema
relacionado con el azar
atacado con métodos
matematicos (siglo XVI)

Solucion del problema

El julego del Chevalier
De Meré

La solucion de Pascal

Aplicabilidad del
modelo de Pascal

Si al lanzar tres dados se considera la suma de sus resultados,
se puede obtener un 9 de seis maneras distintas e igualmente
para el 10; sin embargo, la experiencia muestra que el 10 apa-
rece con mas frecuencia que el 9. ;Como se puede explicar esta
contradiccion aparente?

En 1618 Galileo explicé que existen 216 maneras de tirar los tres
dados, 27 de elias favorables para el 10 y 25 para el 9 y, en con-
secuencia, deberia aparecer el 10 con mayor frecuencia que el 9.

Doce afios después de la muerte de Galileo, se inicid una corres-
pondencia entre los mateméticos franceses Pascal (1623-1662) y
Fermat (1601-1665) que de hecho marca el nacimiento de la teo-
ria de la probabilidad. EI Caballero De Meré, noble francés inte-
resado tanto en la matemética como en los juegos de azar, plan-
te6 ciertas preguntas a Pascal en 1654, quien a su vez se las
comunicé a Fermat.

Una de las preguntas era acerca de un juego que consistia en
tirar un par de dados 24 veces y apostar a favor o en contra de
la ocurrencia de por lo menos un doble 6 durante el juego.

Algunas consideraciones teéricas hicieron pensar a De Meré que
era preferible apostarle al doble 6; sin embargo, los ensayos em-
piricos efectuados por él parecian contradecir esta conclusion.

Segln Pascal si los dados son “honestos” o “no sesgados” (es
decir, que cada uno de ellos cae con igual frecuencia en cada
uno de sus seis lados), la frecuencia relativa de los juegos con
por lo menos un doble 6 es de 0.491. Esto indica que el andlisis
de De Meré era incorrecto y explica las observaciones hechas
por é€l.

Es importante notar que Pascal trabajé con un modelo matema-
tico de la situacion, que incluia suposiciones bastante serias
acerca del comportamiento del mundo; por ejemplo, ison ho-
nestos los dados?

En virtud de ello, hubiera sido muy legitimo que el Caballero De

- Meré tuviera dudas al aplicar el resultado de Pascal: primero

deberia decidir si sus dados eran o no honestos, decisién que
requiere de métodos estadisticos para llegar a ella.

12 -




Al resolver otro problema planteado por De Meré —el llamado
problema de los puntos— fue cuando Pascal introdujo el impotr-
tantisimo concepto de esperanza matematica o valor esperado,
que fue manejado explicitamente por vez primera por el holan-

dés Huygens (proninciese joijens) (1625-1695). (Ver la secuen-

cia 4 de la siguiente unidad).

En su tratado De Ratiocinus in Ludo Aleoe (1657), el primero en su
genero, Huygens enuncié catorce proposiciones; en la tercera
de las cuales dice:

Si un jugador tiene probabilidad p de ganar una cantidad a y pro-
babilidad q de ganar una cantidad b, entonces su ganancia espe-
rada es pa -+ gb.

Note la gran influencia que tuvieron los problemas que plantean

los juegos de azar en el desarrollo de la probabilidad en Europa
continental en esta época. Por otro lado, en Inglaterra (y tam-
bién en Holanda, por cierto) se desarrolié el estudio de las cues-
tiones de demografia urbana e intercambio comercial. En efecto,

para esta época, la clase burguesa de estos paises habfa obte-

nido un poder considerable y estaba muy interesada en estas
cuestiones méas que en los juegos de azar. Asi, en 1662, el capi-
tdn Graunt encontré un método para utilizar los registros sema-
nales de muertes en Londres para determinar el crecimiento de
esta ciudad. Asimismo, el holandés De Witt publicé en 1671 sus
investigaciones sobre las mateméticas de las rentas anuales.
Otro ejemplo es el de Halley, famoso astrénomo, que en 1693
publicé sus tablas de primas de seguro de vida.

El periodo que va del final del siglo XVIlI a mediados del siglo
XVIII se hicieron grandes avances en la teorfa de la probabilidad,
no pocos debidos al genio de James Bernoulli. Su obra Ars Con-
jectandi fue publicada ocho afios después de su muerte y esta
dividida en cuatro partes:

© La primera consiste en una reproduccién del tratado de Huy-
gens, ampliamente comentado por Bernoulli.

¥ La segunda parte estd dedicada a la teoria de permutaciones
y combinaciones. ,

® En la tercera se resuelven varios problemas relacionados con
los juegos de azar.

© En la cuarta se aplican los resultados de Ia teoria a problemas
de tipo econdémico y social.

13
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Bernoulli y su modelo,
conocido como
ensayos de Bernoulli

Ampliacién de la
obra de Bernoulli

En su tratado, Bernoulli introdujo de manera explicita su modelo
conocido como ensayos de Bernoulli. Este consiste en la repeti-
cién sucesiva de un experimento, en el cual se considera exclu-
sivamente la ocurrencia o no ocurrencia de un cierto evento.

Por ejemplo, al lanzar una moneda varias veces, se anota cada
vez si cay6 aguila o no. En este modelo se considera que el re-
sultado de una repeticion del experimento no afecta el resultado
de las otras repeticiones y que la probabilidad de ocurrencia del
evento de interés es la misma en cada repeticién (ver la secuen-
cia 3 de la primera unidad del Méduio 3 de esta serie).

Sin duda alguna, el resultado fundamental del Ars Conjectandi
es el teorema denominado Ley débil de los grandes nimeros, el
cual constituye una asombrosa verificacion de la correccion del
modelo basico de la probabilidad que vamos a construir en esta
unidad (ver la secuencia 4 de la primera unidad del Médulo 3).

Histéricamente hablando, la obra que atrae la atencién es la de

Montmort. El desarrolld los conceptos basicos de las diferencias -

finitas y las relaciones de recurrencia y, en términos generales,
mejoré las herramientas matematicas basicas para la probabili-
dad. Un continuador de la obra de Bernoulli fue Abraham De Moi-
vre que en su obra The doctrine of Chance (1718) refind los resul-
tados de Bernoulli sobre la ley de los grandes nimeros.

Un camino distinto seguido por la disciplina fue el de algunos
matemaéticos, astronomos y fisicos experimentales europeos que,
con el énfasis que pusieron en las mediciones fisicas, desarro-
llaron la llamada teoria de errores; este enfoque estudia la va-
riabilidad que existe entre los resultados de eventos indepen-
dientes que se intenta sean idénticos y resulta de evidente
interés en las ciencias experimentales.
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En 1770 fue cuando Lagrange publicé una memoria sobre el te-
ma, en el que investiga la distribucién (es decir, la probabilidad
con que toma sus posibles valores) del promedio de un grupo
de observaciones; inici6 asi los trabajos sobre un problema fun-
damental de |a probabilidad, ¢! llamado teorema central del limi-
te (ver la secuencia 3 de la segunda unidad del Médulo 3) y, tam-
bién, la teoria de los mtervalos de confianza, de gran interés en
la estadistica y sus aphcac:ones (ver la secuencia 3 de la unidad
1 del Médulo 4). /,/

También a la estadlstlca pertenecen los trabajos de Thomas Ba-
yes; en 1763 fueron publicados (p stumamente) sus trabajos
sobre mferenma donde propone un método inductivo que permi-
te encontrar /probablhdades de evento, afinando otras probabili-
dades dadas/ priori; de esta manera se precisa el aprendizaje

que proporciona un experimento. Este enfoque a la inferencia.

estadistica se le denomina bayesiano, el cual ha cobrado impor-
tancia en afos recientes a pesar de haber sido duramente criti-
cado anteriormente.

Toc6é a Laplace (1749-1827) sintetizar todo lo desarrollado en”

probabilidad, hasta la época de la llustracién y lo expresa magis-
tralmente en su Theorie Analytique des Probabilités, publicada en
1812. Aqui, Laplace generaliza los trabajos de Deé Moivre sobre
la ley de los grandes -nimeros y por primera vez propone la
distribucian normal como distribucién de los errores; de hecho,
presentd desde un mismo punto de vista las conclusiones tedri-
cas y filoséficas que habian surgido tanto de los problemas liga-
dos con los juegos de azar como de la ya mencionada teoria de
errores.

Laplace, en su tratado, definié la probabilidad de un evento
como: el cociente que se obtiene al dividir el nimero de
casos favorables para que ocurra dicho evento entre el nii-
mero total de casos que pueden darse en el experimento
en cuestion.

(Ver la siguiente secuencia, en donde se hace una critica de
esta nocion de equiprobabilidad).

Otra contribucién muy importante de Laplace fue el estableci-
miento del método estadistico de los minimos cuadrados (ver la
secuencia 1 de la tercera unidad del Médulo 1y también el
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Carlos Federico Gauss (1777-1855),

astrénomo, matemdtico y fisico ale-

mdn, investigé sobre electromagne-
tismo y Optica.

Simeén Denis Poissén (1781-1840),
fisico y matemdtico francés.

Médulo 6). Este método fue descubierto independientemente por
Gauss (1777-1855). Por cierto que fue Gauss a quien tocé situar
a la teoria de los errores en un contexto probabilistico, cuando
consideré que en mediciones sucesivas de una cierta constante
fisica, el error de medicion es una variable aleatoria (ver la se-
cuencia 3 de la segunda unidad de este Mdédulo). El método de-
los minimos cuadrados propuesto por Gauss y Laplace equivale
al uso de una ‘“‘funcién de pérdida cuadratica” en la moderna
teoria de decisiones, disciplina desarrollada por Abraham Wald
aproximadamente 120 afios maés tarde.

Ciudad de México, 1814.

La revolucién industrial del siglo XIX trajo consigo un conside-
rable aumento de la poblacién urbana, lo cual generé problemas
de tipo socio econémico cuyo manejo por métodos deterministas
(los unicos de que disponia la ciencia de la época) era imposi-
ble. Esta situacién motivé desarrollos estadisticos, entre los cua-
les se pueden mencionar los siguientes:

© Alrededor de 1860, durante el curso de una investigacién de
las posibles relaciones entre las estaturas de padres e hijos,
Sir Francis Galton (1822-1911) llegé al primer modelo de lo
que actualmente se conoce como regresion (ver el Médulo 6).

@ En 1837, Simeon Poisson (prontnciese puasén) (1781-1840) pu-
blicé su libro Investigaciones acerca de la probabilidad en juicios
en materia criminal y en materia civil, precedidos de reglas genera-
les del cdlculo de las probabilidades, estudio en el que propuso la
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distribucion que ahora lleva su nombre (ver la secuencia 1 de
la’ segunda unidad del Mddulo 3). Pocos afios después, Que-
telet encontré que el nimero de hombres que morian por pa-
tadas de caballo en ciertos cuerpos del ejército prusiano po-
dia describirse mediante la distribucién de Poisson.

Desde la segunda mitad del siglo XIX hasta los primeros veinte

afios de este siglo, el desarrollo de la teoria de la probabilidad
estuvo ligado, en gran medida, a los nombres de los mateméa-
ticos soviéticos Chebycheff (1821-1894), Markoff (1856-1922) y
Liapunoff (1857-1918). Una de las contribuciones que mejor ca-
racteriza el trabajo de estos autores es la introduccién y uso
extensivo del concepto de variable aleatoria. Otros matematicos
que han hecho importantisimas contribuciones a este campo son
los soviéticos Jinchin y Kolmogoroff y el francés Paul Levy (1886-
1971), los cuales siguieron las ideas basicas introducidas por el
también francés Emile Borel (1871-1956) a principios de este si-
glo. En particular, en 1934 Kolmogoroff culminé los esfuerzos de
varios autores, al establecer sobre bases firmes la teoria de la
probabilidad, cuando propuso el concepto de espacio probabilis-
tico como modelo matematico de los hechos del azar. El resto de
este Mdédulo se ocupa de desarrollar este concepto.

En las dltimas décadas de este siglo se ha incrementado nota-
blemente el papel que juega la teoria de la probabilidad en la
ciencia y tecnologia moderna; esto ha ocasionado, en forma na-
tural, que el estudio de esta disciplina pase a formar parte de
la preparacién que requieren nuestros futuros cientificos e in-
genieros, junto con la estadistica, que es de gran importancia
para cualquiera que tenga que aplicar la probabilidad, ya sea en
la formulacién de leyes cientificas 0 en la toma de decisiones.
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La segunda sintesis en
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El desarrollo de la estadistica
se inicio con la busqueda

de distribuciones de
estadisticas de muestreo

X ~= —f

f )
( ' observada ! esperada

Irving Fisher (1867-1947), matemdti-
co y economista norteamericano.

Los desarrollos mas
recientes en estadistica

lgual que pasé con la probabilidad, la estadistica se desarrolld
intensamente desde finales del siglo XIX y principios del XXy
la teoria se inicié con la busqueda de distribuciones de estadis-
ticas de muestreo (medias, varianzas, etc.). Al respecto, en 1900
Karl Pearson llegé a la importantisima distribucién x* (léase ji
cuadrada), la cual veremos en la secuencia 4 de la unidad “Prue-
bas de hipétesis’ en el Mddulo 5.

Esta distribucién corresponde a la discrepancia entre fre-
cuencias observadas y frecuencias esperadas bajo ciertas
hipétesis y se usa para decidir si la discrepancia es muy
grande o no, con objeto de poder emitir juicios acerca de la
validez de la hipétesis en cuestién.

Con el mismo espiritu, en 1908 el quimico W.S. Gosset (Student)
encontré la distribucion de las medias de muestras, conocida
como la distribucién t, que veremos en la secuencia 2 de la uni-
dad “Estimacién’ en el Médulo 4.

A Sir Roland A. Fisher (1890-1962) toco realizar trabajos que die-
ron a la estadistica el impulso mas fuerte que ha recibido hasta
ahora. Sus trabajos enfatizan el uso de los modelos lineales (ver
el Médulo 6). Desarrollé para ello la técnica de analisis de va-
rianza, asi como la teoria vy la practica del disefio de experimen-
tos, de indudable importancia en las ciencias experimentales.
Fisher también contribuyé de manera decisiva en el terreno de
las pruebas de hipétesis (Mddulo 5), campo al que Jerzy Neyman
y Egon Pearson hicieron trascendentales aportaciones en un tra-
bajo publicado en 1933. También, a Neyman se debe una formu-
lacién mas completa de la técnica de estimacion mediante inter-
valos de confianza (ver las secuencias 3 y 4 de la unidad “Esti-
macién’ en el Médulo 4).

La solucion de algunos problemas practicos que se presentaron
durante la Segunda Guerra Mundial en los E.E.U.U., condujo a
John von Neumann (proninciese fon noiman) a desarrollar la teo-
ria de los juegos. Conjugando estos conceptos con los de la in-
ferencia estadistica, Abraham Wald aporté el concepto de fun-

. ciones de decision. Este enfoque permite dar un tratamiento uni-

ficado a los problemas de inferéncia estadistica, el cual se ha
venido cultivando desde la postguerra.
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Ciudad de Italia, 1935.
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EJERCICIOS
| DE _
~ APLICACION -

N.B.

La manera de comprobar la
exactitud de sus respuestas,
es comparandolas con el con-
tenido incluido en el texto y/o
comentandolas con su asesor.

N.B.

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendié. Realicelos, le ayudaran a reafirmar sus conocimien-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1. Investigue en la bibliografia sugerida o en la que usted consi-

dere conveniente:

Las ideas que tenian los mayas acerca de las matematicas y
la probabilidad.

Si hubo algtn desarrollo de la probabilidad en alguna de las
culturas no europeas del mundo antiguo.

Redacte un breve ensayo acerca de las diferencias entre el
desarrollo de la probabilidad en la Europa continental en el
siglo XVIl y el que se daba en Inglaterra en esa época.

Con base en;el ensayo anterior, ;qué le sugiere en relacién
con las condiciones sociales importantes en la época?

Realice una encuesta entre sus compaiieros y allegados en-
caminada a detectar:

El uso del término probabilidad.

;Qué significa para ellos este término?

~ La importancia de los juicios probables en la vida diaria.

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar

Su

aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido

captar perfectamente, coméntelo con su asesor.

SUGEREN
QS
' DE ESTUDIO

Qs S ot o S

LTRSS

4 Para ampliar su informacién se sugiere que:

@ Consulte los siguientes libros:

FRECHET, MAURICE, Las matematicas y lo concreto,
México, UNAM, 1958, (Colec. Problemas cientificos y
filoséficos, 10). .

RUIZ MONCAYO, ALBERTO, Introduccién a la probabi-
lidad, México, Edit. Fondo de Cultura Econémica, 1976,
cap. introductorio, sec. 5.




- Secuencia 2

El caso finito

o

En la secuencia anterior hemos dado una visién,a vuelo de
péjaro,del desarrollo histérico de las principales ideas de la
probabilidad. Resalta el hecho de que en 1812, Laplace basé
su concepto de la probabilidad en la idea de la equiprobabi-
lidad de los diferentes resultados de un experimento, bajo
la condicion de que sélo haya un nimero finito de posibili-
dades en cada realizacion de dicho experimento. El enfoque
laplaciano permite describir adecuadamente los juegos de
azar habituales, en los que no hay ninguna razén a priori que
nos haga suponer que un resultado tiene mas posibilidades
que otro,

Sin embargo, no cuesta trabajo pensar en situaciones en las
que falla la hipétesis de equiprobabilidad. Por ejemplo, con-
sidérese una ruleta dividida en tres sectores: uno rojo de
180°, uno verde de 90° y otro azul de la misma abertura.
El centro de la ruleta debe estar fijo en una mesa horizontal
perfectamente balanceada, en la que debe haber dibujado
una flecha que apunte hacia el centro de la rueda. Al girar
la ruleta libremente hasta que se detenga y anotar el color
al que apunta la flecha se pueden dar sélo tres resultados:
rojo, verde o azul.

Nuestra experiencia al respecto indica que no es correcto
suponer que estos tres resultados son igualmente proba-

. bles, y que, de hecho, una asignacién de probabilidades en

la proporcion:
2:1:1

conduce a predicciones que van mas de acuerdo con las
observaciones.

En esta secuencia abordaremos el estudio matematico de
experimentos con un ndmero finito de resultados, hasta lle-
gar a un modelo general para ellos. De este modelo se pue-
de obtener, como caso particular, la asignacién de proba-
bilidades tomando en cuenta la teoria de Laplace. Como
expediente para motivar la discusién y dar un hilo conduc-
tor para la misma, nos valdremos de una versién elemental
del problema de asignacion de energia a las integrantes de
un sistema de particulas, problema de gran interés en la
fisica y cuya consideracién -motivaremos en los parrafos
que siguen.
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Motivaciones

¢{Como se preparan
las cuentas del gas?

¢{Qué es la termodindmica?

Gasoducto.

Es bien conocida la importancia que para la economia del pais
tiene su industria petrolera. En particular, México comercia (en
el mercado interno y en el extranjero) grandes volumenes de gas
natural, que se bombea de los centros de produccién a los de
consumo por medio de ductos construidos para ese fin o gaso-
ductos. Resulta de mayor interés para la economia del pais que
se pueda garantizar un cobro justo por los envios de gas natu-
ral; dado que sélo mediciones de presion y temperatura pueden
hacerse en los ductos de este tipo, se requiere poder cuantificar
el gas a partir de mediciones de este tipo. La termodinamica
viene al auxilio del ingeniero y le permite resolver estos pro-
blemas.

La termodindmica estudia las diferentes formas de la energia,
las posibilidades de conversion de una forma en otra y la mane-
ra en que se reparte la energia entre las diferentes partes que
constituyen un sistema. Busca caracterizar a un sistema en tér-
minos de sus propiedades fisicas (temperatura, presion), geomé-
tricas (volumen, aérea) y quimicas (composicion), especificando
asi el estado del mismo; le interesan las transformaciones que
sufren dichas propiedades y las que constituyen los llamados
procesos termodinamicos/

Por ejemplo, se puede describir un gas desde este punto de vis-

ta especificando:
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& Su presién P (en atmdsferas).
© Su temperatura absoluta T (en °K, Kelvin).

€ Su composicion, en términos del nimero de moles n del gas
de que se trate.

% Su volumen V.

De manera que se ha especificado su estado, una vez que se
han dado los cuatro niimeros positivos.

P,V,nT.

Existe la necesidad de redondear esta descripcidn, pues en la
préactica no todos los estados pueden ocurrir, sino sélo aquellos
que satisfagan una cierta relacién entre las cuatro variables

P, V, n, T, que se conoce como ecuacion de estado del gas en

cuestion y que es propia del mismo. En particular, se dice que
un gas es ideal o perfecto si tiene como ecuacién de estado a:

PV = nRT

donde R es una constante universal.

Para un gas ideal:

n
\')

P
RT

Queda asi resuelto el problema de conocer la densidad del gas
a partir de mediciones de presién y temperatura, dato que luego
el ingeniero usa para cuantificar el flujo de gas. Para un gas
real (y todos lo son) no sirve el célculo anterior; pero el proble-
ma también puede resolverse en términos de la correspondiente
ecuacién de estado. Es asi como la termodindmica nos ayuda a
determinar la cuantificacién de un gas.

Queda asi planteada la necesidad de contar con buenas ecuacio-
nes de estado para gases. Para entender més cabalmente el com-
portamiento de la materia y poder asi dar solucién a ésta y mu-
chas otras cuestiones, los fisicos construyen modelos de los
diferentes sistemas, los cuales son idealizaciones en que, por
ejemplo. los gases se suponen constituidos por gran niimero de
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El papel de la probabilidad

Critica de las suposiciones

Anélisis combinatorio

particulas (moléculas) que interactian segun leyes conocidas.
De este régimen de interaccién a nivel microscépico resultan
propiedades observables macroscopicamente (presién, volumen,
temperatura) al promediar de manera adecuada algunas variables
microscépicas. La parte de la fisica que se ocupa de estas cues-
tiones se conoce como mecanica estadistica, uno de cuyos pro-
pdsitos es poder dar mejores ecuaciones de estado para gases.
En este tipo de problemas es donde interviene la probabilidad,
la cual nos dice cé6mo debemos promediar.

Concentrémonos en el siguiente problema de mecéanica estadis-
tica: se tiene un sistema cerrado (es aquel que no intercambia
ni materia ni energia con sus alrededores) constituido por r par-
ticulas, a cada una de las cuales se debe asignar un valor de la
energia y sélo uno. Supongamaos, ademads, que la energia sélo
puede tomar un nGmero finito de valores, digamos:

E],...,En.

Esta ultima suposicién tiene como fin simplificar la discusion.
De acuerdo con la mecanica clasica (la usual, la que se basa en
las leyes de Newton), la energia puede tomar en principio cual-
quier valor real; con esta suposiciéon probablemente estamos
siendo demasiado restrictivos. Sin embargo, para particulas sub-
atdmicas esta suposicién si es buena, siempre y cuando n (el
nimero de niveles de energia) sea grande.

lgualmente tiene interés el caso en que r es un nimero grande
(muchas particulas); asi, a veces conviene considerar valores de
r tan grandes como 6.023 X 10%, el llamado nimero de Avoga-
dro. ;Lo recuerda de sus cursos de fisica?

El experimento que nos ocupara aqui, seré el de obtener las dife-
rentes configuraciones del sistema de particulas; por configura-
cion del sistema entenderemos una asignacién de valores de la -
energia para cada una de ellas. Aunque a primera vista resulte
asombroso, sera esencialmente de contar las diferentes configu-
raciones que puedan darse, que saldran las propiedades termo-
dindmicas del sistema, mediante el necesario paso de toma de
promedios.

En este momento conviene revisar el problema de contar, con el

. que seguramente inicié sus contactos con la matemética en la

escuela primaria y que quizd, ya més formalmente, estudié en
el Médulo 10 de la serie, llamado “'La induccién en matemaéticas’.
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En esta secuencia revisaremos brevemente los conceptos basi-
cos del andlisis combinatorio; conceptos que se tratan amplia-
mente en el Médulo antes citado.

Recuerde que el anélisis combinatorio es el desarrollo de un mo-
delo matemético que resulta del proceso de contar, proceso que’
la humanidad ha utilizado durante toda su historia.

Todos hemos visto a los nifios contar con los dedos sus perte-
nencias (canicas, ranitas, piedrecitas, etc.). Se dice que hay cinco
canicas en un montén si se puede hacer corresponder una y sélo
una a cada dedo de la mano y reciprocamente. Se dice que hay
cuatro si la correspondencia biunivoca de que hablamos se es-
tablece con todos menos uno de los dedos de la mano derecha,
que hay seis si hay que usar un dedo de la mano izquierda ade-
més de todos los de la derecha, etc.

TR e ———
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Observe detenidamente
los conceptos
fundamentales del contar

Ejemplos de contar

Motivados por esta manera de proceder, modelamos el proceso
de contar en los siguientes términos:

Se dice que dos conjuntos A y B tienen el mismo niimero de ele-
mentos si existe una correspondencia biunfvoca (es decir, una
funcién biyectiva) de A en B. En este caso escribimos:

nim. A =ndm. B
(léase: A y B tienen el mismo nimero de elementos).

Si B=1{1,...,n}, diremos que B tiene n elementos, y pondre-
mos:

nim.B=n

para cualquier conjunto A que tenga tantos elementos como B.

Decimos que A es finito si es vacio o si nim. A = n para algtn
entero positivo n.

Cuando. se compara un conjunto A con otro del tipo de:

{t,...,n}
y se llega a:
' nim.A=n
se dice que se han contado los elementos de A y que hay n.

¢Ya entendi6?

Sigamos adelante.

1. El conjunto
{Pedro, Juan, Maria}
tiene tantos elementos como:
{1,2, 3}

es decir, tres. Dé una correspondencia biunivoca que esta-
blezca este hecho.

2. Convénzase de que hay veinte diptongos en idioma espafiol,
si no se admiten repeticiones de la misma vocal.
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En el parrafo que precede al ejemplo anterior esta comprendido
todo lo que necesitamos saber para contar los elementos de cual-
quier conjunto finito; es decir, todo el analisis combinatorio. Sin
embargo, mucho se facilitan las cosas si se aprende a usar de
manera inteligente los siguientes principios del contar, que por
supuesto son consecuencia de los conceptos basicos dados li-
neas arriba. Los conjuntos A, B y C que se mencionan a conti-
nuacion son arbitrarios, sélo se supone de ellos que son finitos:

Transitividad.

Si ndm. A = ndm. B y nim. B = niim. C, entonces nim. A =
ndm. C.

Aditividad.

Si Ay B son ajenos (es decir, si AN B= $), entonces
nim. (A UB) = ndm. A 4+ niim. B.

Multiplicatividad.

ndm. (A X B) = (ndrn. A) (nGm. B).

En lugar de demostrar la validez de estos tres principios (no es
dificil, inténtelo o vea el Médulo antes mencionado) ilustraremos
su empleo mediante los siguientes ejemplos:

1. Se tienen tres bolas blancas y dos bolas negras ;cuéntas hay
en total? Redacte un anélisis detallado que muestre claramen-
te cémo se llega a una respuesta utilizando la aditividad.

2. Hay cuatro bolas en una urna numeradas 1, 2, 3, 4. Se saca
una bola, se anota su nimero y, sin regresarla a la urna, se
saca otra cuyo niimero también se anota. La pareja ordenada
de nimeros asi obtenida es el resultado del experimento.
¢ Cuantos resultados puede haber?

Por enumeracién directa, los posibles resultados son:
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Ejemplos

Primer método: a pie




Segundo método:
usando la multiplicatividad
y la transitividad

Tercer método:
usando ademas la
aditividad

y facilmente se ve que son doce en total. Por ejemplo, se pue-
den ordenar si se extiende la flecha curvada y asi se establece
la correspondencia con {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Los resultados obtenidos usando la multiplicatividad y la transi-
tividad son los siguientes:

Sean A y B los conjuntos formados por las posibles maneras de
elegir la primera y la segunda bolas, respectivamente; entonces,
nim. A = 4 nam. B = 3. Hay tantas maneras de elegir un resul-
tado como elementos hay en A X B; es decir, nim. (A X B) =
4 X 3 =12, luego entonces, hay doce resultados.

Haciendo uso de otro principio basico como es la aditividad te-
nemos:

Sean:

€ A el conjunto de maneras de escoger dos bolas sin que se
repitan.

2 B el conjunto de maneras de elegir dos bolas repetidas.

® C el conjunto de maneras en que se puede elegir una sola

bola.
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Vemos facilmente que en B hay tantos elementos como bolas
en la urna: es decir, cuatro. Y lo mismo en C. Por otro lado, en
A UB hay tantos elementos como maneras tenemos de elegir
dos bolas, repetidas o no, por lo que:

ndm. (A U B) = ndim. (C X C) = 4 X 4 = 16.

Basta observar que A y B son ajenos para tener gue:

ntm. A = ndm. (A U B} — niim. B
=16—4=12
Facilmente se generaliza la multiplicatividad a un ndmero arbi-

trario de factores, dando lugar al llamado principio fundamental
del analisis combinatorio, que dice que:

Principio fundamental
nGm. (As X .. X An) = (nim. Ay) ... (ndm. An)  det andlisis combinatorio
y, en particular, que:

ndm. (A®} = (ham. A)"

Aqui:

® pn es un entero positivo.

En tanto que:

® A" denota el producto cartesiano.

AX ... XA

——— s

n Veces,

De esta manera se demuestra el principio fundamental del ana-
lisis combinatorio por induccién sobre n.

® A A, ..., A, son conjuntos finitos.
jInténtelo!
f
|
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Espacio de configuraciones

Nimero de configuraciones

Apliquemos estos principios al problema de contar las configu-
raciones del sistema de particulas que nos estd sirviendo de
motivacion.

Sea el conjunto formado por las diferentes configuraciones

del sistema de particulas, a las que a su vez denotaremos gené-

ricamente por medio de la letra griega w. Se puede representar
cada configuracion mediante una r-ada ordenada.

(elv C -1e"]-

donde:
® e, es laenergia de la particula 1.
® e, la de la particula 2, etc., y

®e,.... e son, desde luego, elementos del conjunto.

EZ{E],...,EU}

En otras palabras,

y dado que:
nim.E=n

del principio fundamental del analisis combinatorio se tiene que:

nim. @ =n'

La estadistica de Maxwell-Boltzmann asigna igual probabilidad a
las distintas configuraciones. Cabe hacer notar que ésta es una
hipdtesis bastante fuerte acerca del comportamiento de la na
turaleza, cuya Unica justificacion estara en la bondad del mo-
delo al que eventualmente dé lugar. Liamemos pus a la probabi-
lidad que segln esta hipdtesis tienen cada una de las distintas

‘configuraciones. Dado que la suma total de las probabilidades

debe ser 1 (uno), necesariamente:
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P +...+p =1
MB MB
w
n" veces

y entonces:

_ 1
p =—

MB n*

es la probabilidad de cada una de las configuraciones.

MOLECULA DE DIAMANTE

Esta asignacidon de probabilidades nos permite promediar canti-

dades de interés. Por ejemplo, la energia de cada particula o la -

de todo el sistema de particulas;-al valor promedio de la energia
.de una particula este modelo lo denotaremos como:

<u>

MB a

Para ello, sea U;:Q — R la funcién que a cada configuracién
w le asocia la energia de la primera particula segtn dicha confi-
guracién; es decir, si:

w=/(e,...,er),
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entonces:
U, (w) =ey.

Anélogamente, definanse U, ..., Un.

El valor promedio de la energfa de la particula i (es decir, de Ui)
de acuerdo con este modelo se obtiene:

. Sumando los diferentes valores que esta energia puede to-
- mar por la probabilidad con la que los toma.

Es decir:
E; X probabilidad de que la pérticula i tenga energia E;.

-4 E, X probabilidad de que la particula i tenga energia E..
+.

Ahora bien, las configuraciones segin las cuales la particula i
tiene energia E; son todas de la forma:

(er,...,ei1, Ei, €11,...,€r)

{
y hay tantas de ellas como maneras haya de elegir la energia
para cada una de las r — 1 particulas restantes, es degir, n*%,

iPor qué?

Dado que cada una de las particulas tiene una probabilidad n™
de ocurrir, se tiene que la probabilidad de que la particula i ten-
ga energia E; es:

1

n

1 —

‘nr-l X
n

Analogamente, se tiene que la probabilidad de que la particula i
tenga energia E; es:

1

cualquiera que sea el valor de j.
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Asi pues, el valor promedio de la energia de la particula i es:

1 1
— .. +Ei—
E: - + + Ex =
—_ E1 + . + En
n
es decir,
{u> =E.
MB
Aqui,E denota la media aritmética de Ei, ..., En.

& #
: i

; Segin el modelo de Maxwell-Boltzmann, todas las particu-
. las del sistema tienen en promedio la misma energia, a sa-
¢ ber la media aritmética de los valores posibles de la ener-
t gia.

4
tf
i}

TR

e

R
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Analogamente, si U_ denota la energia total del sistema:

ULy =rE

De la misma manera, segliin este modelo, podemos promediar
otras cantidades de interés para obtener sus valores observables
{(macroscopicos).

Sin embargo, no hay ningln sistema conocido de particulas que
se comporten de acuerdo con el modelo de Maxwell-Boltzmann.

Hay dos modelos alternativos para esta misma situacién que si
representan el comportamiento de algunas particulas reales y
subyacente a ambos se encuentran las siguientes consideracio-
nes: ‘

RESEN

Dos configuraciones que tengan el mismo namero de par-
ticulas con cada valor de la energia son equivalentes, en el
sentido de que no se puede hacer distincion entre ellas.
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Definiciéon de

et s e

configuracion
distinguible

o,

Frecisando, dOS Conﬁ Uraciones CO,, w” son indistin uibles Si, en
g
a“lbas.’

e e e o o

r, de las r particulas tienen energia E;, r. de las r particulas
tienen energia E., etc.

Donde:
H+b+ =t (%)
Sea:
_‘ Arl,...,rn={weﬂ:se cumple (*)} i
i

Cabe hacer notar que las configuraciones en A., ..., son in
distinguibles entre si y que ninguna de sus configuraciones es
indistinguible de otra que no esté en dicho conjunto. Cada
A, ..., se llamara una configuracién distinguible y hay una
para cada elecci6n de enteros no negativos ry, ... ,Ia tales que:

n+ ... +=r
¢Cuantas configuraciones distinguibles hay?
Veamos a continuacion.

Sea ¥ el conjunto de todas las configuraciones distinguibles.
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Para cada una de ellas constituiremos una palabra en cédigo
Morse como sigue: a A, ... ,r, le asignamos la palabra que tie-
ne r; puntos, luego una raya (para separar), luego r, puntos, luego
una raya, etc., hasta terminar en r, puntos. Asi, por ejemplo, si
n=3r=4rn=2r=1,rn=1,a A, le asociamos la pala-
bra ..—.— . Note que cada palabra asi construida tiene r pun-
tos, divididos en n grupos separados por rayas, de las que hay
entonces n — 1; asi pues, las palabras en cuestion tienen todas
n--r— 1 simbolos entre puntos y rayas.

Note que hay tantos elementos en = como palabras construidas
segtin este procedimiento y que hay tantas de éstas como ma-
neras haya de elegir r lugares para los puntos de los n4r —1
lugares que tiene cada una; a su vez, hay tantas maneras de ha-
cer esta eleccién como subconjuntos de r elementos (lugares)
se puedan extraer de un conjunto de n--r — 1 elementos (luga-
res).

Si usamos el simbolo:

p

para denotar el niimero de subconjuntos de p elementos que pue-
den extraerse de un conjunto de m elementos (0 <p<m,m:=
0,1,2,...); entonces:

nim. 3 = <n+r—1>

r

Conviene considerar como ejemplo un lago con m peces, de los
cuales queremos pescar p para llevarlos a casa.

Supongamos que se pueden distinguir los peces unos de otros:
¢{De cuantas maneras se puede hacer esta operacién?

El primer pez puede ser cualquiera de los m en el lago, el se-
gundo cualquiera de los m — 1 restantes, etc., hasta que al pes-
car el ultimo ya sélo queden m— (p—1)=m —p -1 peces
en el lago, cualquiera de los cuales puede ser el dltimo que pes-
quemos. Asi pues, podemos elegir los p peces de:

m{m—1)... (m—p-+ 1) maneras.
35
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;Cual de los principios
basicos del contar
hemos usado en este célculo?

Problema

En particular, podemos decidir pescar todos los peces del lago
(p = m) y esto lo podemos hacer de: .

m(m—1)... 1 maneras.
Definanée los éimbolos (m)p y m! mediante:
mhp=m(m—1)... (m—p+1)
ml=mm—1)...1
en donde:

(m), es el nimero de muestras de longitud p tomadas sin reem-
plazo de una poblacion de tamano m (y no necesariamente de
peces), suponiendo que sus elementos se pueden distinguir en-
tre si. : o

Cuando m = p, una tal muestra no es otra cosa que un ordena-
miento de los miembros de la poblacién; a veces también se le
llama una permutacién. Asi pues, m! es el nimero de permuta-
ciones de un conjunto con m elementos y se lee m factorial.

Note que:
m! = (mn

m!

(m)p = W

Convénzase de que las ultimas dos formulas son correctas.

Por otro lado, la accion de elegir una muestra de longitud p sin
reemplazo y de una poblacion de tamafio m, la podemos realizar
en dos pasos:

1. Se elige un subcbnjunto de tamafio p, y luego.
2. Se elige una permutacién de los elementos de! subconjunto
elegido. -' :
. iy . m
Dado que la primera accion se puede realizar de o maneras

y la segunda de p! maneras, la accién conjunta se puede rea-
lizar de: ‘ '
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Entonces tenemos que:

m
(m), = P!
T\p
y por lo tanto,
my) m!
p p!(m—p)!

a. ¢(Cémo se usé el principio fundamental del analisis combina-
torio en el razonamiento anterior?

b. ¢Ya estd convencido de la veracidad de la dltima f6rmula?

. m m \
¢. (Es cierto que 1= ?
p m-—p
Los simbolos n se llaman también coeficientes binomiales,
ya que aparecen en el llamado teorema del binomio.

Ahora ya sabemos cuantas configuraciones dlst|ngu1bles hay, ino
es cierto?

La estadistica de Bose-Einstein dice que cada configuracién dis-
tinguible se da con la misma -probabilidad, Py -Como hay: -

n+r—1
r
de ellas, debe tenerse que:
n+r—1 _
) ap =1

Y por lo tanto:

Py = n-tr—1
+ )

es la probabllldad de que se dé cualqunera de las conflgurac:lo-
nes distinguibles.
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Usted verd en su Médulo 6 de Fisica Moderna que hay particulas
que se comportan segun este modelo probabilistico, a las cuales
se les conoce genéricamente como bosones. Ejemplos de boso-
nes son:

" Los fotones (los “paquetes elementales” en los que viene la
luz).

" Los nicleos y los dtomos con un ndmero par de particulas ele-
mentales.

Un tercer modelo de comportamiento de los sistemas de particu-
las es el de los fermiones, llamados asi por corresponder a las
predicciones de la estadistica de Fermi-Dirac, modelo probabilis-
tico que a continuacién construiremos.

Por cierto, ejemplos de fermiones eson:
* Los electrones.
“ Los protones.

" Los neutrones.

El modelo de Fermi-Dirac prohibe que se manifiesten confi-
guraciones distinguibles con mas de una particula en el mis-
mo nivel de energia. ‘

RIOTE TR LR

En otras palabras, Fermi-Dirac solamente considera A pa-
Tyoaasl
ra soluciones de: ! ®
ry + e + th—=TF
en las que 1y, ..., rn€{0,1}. Notese que este requisito impone
la restriccién adicional: ‘ '
r<n

¢Por qué?

Siempre que se cumplan estas condiciones se dira que la confi-
guracién distinguible correspondiente es FD. Hay tantas de estas
configuraciones como maneras haya de seleccionar r lugares de
los n para poner los unos, poniendo ceros en los n —r lugares

n
restantes; en otras palabras, hay (
bles FD. d

38

> configuraciones distingui-

Pt Y




¢Es cierto?

Cada una de las configuraciones tendra la misma probabilidad
(pyp), en tanto que las configuraciones distinguibles restantes
tendran probabilidad cero (es decir, no contaran). Asi pues,

1

Pep = n\’

¥
La diferencia: en el modelo de Fermi-Dirac; las configuraciones
distinguibles en las que més de una particula ocupa el mismo

nivel de energia, resultan inaceptables; las restantes si se con-
sideran y son equiprobables. En cambio, en el modelo de Bose-

Einstein todas las configuraciones distinguibles son aceptables;

y se dan con la misma probabilidad.

‘Resultaria adecuado saber qué probabilidad asigna el modelo de

Maxwell-Boltzmann a cada una de las configuraciones distingui--

bles para poder comparar los tres modelos sobre una ‘misma
base.

La probabilidad de A]r . segln el modelo de Maxwell-Boltz-
mann se obtiene: ! ®

Sumando las probabilidades de cada una de las configura-
ciones que la constituyen (n™); es decir:

n"r+4 ... +n"
nim. A. | veces

LTy
=n7 nim. A, |
L Ty

¢{Cuéntos elementos tiene A ? Claramente, tiene tantos ele-
r.,..r
1 n
mentos como maneras haya de partir el conjunto de r particu-
las en n subconjuntos, uno con r, particulas, otro con r, particu-
las, etc.; con tal de que: '

I‘1+... +rn:r
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¢En qué se distinguen
los fermiones de los
bosones?

Segiin el modelo de
Maxwell-Boltzmann,
la probabilidad de

Ar . se obtiene:

3 Tg
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Procedimiento para

calcular el coeficiente

multinomial

Coeficientes
multinomiales

Denotemos este nimero con:

frt...Fn

" A este Gltimo resultado se le denomina coeficiente multinomial.

Para calcularlo se puede proceder como sigue:
& Sea A el conjunto de maneras de lograr la particién sugerida.

@ Sea A, el conjunto de maneras de partir el conjunto original
en dos grupos, uno con r; particulas, el otro con r —r. Hay

maneras de hacer esto.
[ 51

® Sea A, el conjunto de maneras de partir el grupo de-las r—r
particulas en dos, uno con r. y el otro con las r — r1 — Iy, etc.

r—n
Hay < ; > maneras en A;.
2

® Finalmente habrd que considerar el conjunto A. de maneras
de extraer rn particulas del conjunto que queda después de
los pasos anteriores, el cual tiene r—ri... —Ta = ry parti-
culas, operacion que puede realizarse de una manera solamen-
te.

Es claro que:
ndm. A = nim. (A; X ... X Ag)

y entonces, por el principio fundamental,

“ . A r! =T 1
nim. A=

r ! (r—=+#7J! (r —e—=T1Jin!

r!
|’1! ...l'n!'
por lo cual,
r _ r!
... n! ... !
\
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Asi pues, en el modelo de Maxwell-Boltzmann la configuracion
distinguible Ar se da con probabilidad:

1o T

ri

nr.
| S N N

Con el fin de comparar los tres modelos podemos formar la si-
guiente tabla: :

Tabla comparativa de los tres modelos

Modelo A"l- r tiene probabilidad Observaciones
rl . Asigna probabili dad
M8 il ! n a las configuraciones
BE < A+r—1 ) N Equiprobable
\ r
(n)-l si A es FD Se requiere que
FD r IS N
r<n
0 si no

En la secuencia 4 de la siguiente unidad veremos cémo nos po-
demos servir de modelos de este tipo para obtener ecuaciones
de estado para gases (después de todo, los gases son sistemas
de particulas, ;no?); en particular, en la secuencia mencionada
obtendremos la ecuacién de los gases perfectos por medio de
consideraciones de este tipo.

Por ahora, quisiéramos recapitular, haciendo notar algunas ca-
racteristicas comunes de los modelos que hemos construido.

1. En cada uno de los modelos antes sefialados hay un conjunto
finito, cuyos elementos pueden identificarse con los diferen-
tes resultados de un experimento que consiste en observar
la energia de cada particula.
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Modelo de un experimento
con un ndmero finito
de resultados

El modelo laplaciano

En MB se anota la energia de cada particula, en tanto que
BE y FD requieren Unicamente del dato de cuantas particulas
hay en cada nivel de energia.

2. Cada uno de los resultados se da con igual probabilidad en
los primeros dos modelos, no asi en el tercero. Sin embar-
go, en cada uno de ellos las probabilidades de todos los re-
sultados suman uno.

Estas consideraciones nos llevan a abstraer un poco y a dar el
siguiente concepto, el cual tiene una aplicacién bastante ex-
tensa y de ninguna manera es especifica para los siguientes
tres ejemplos:

Un modelo probabilistico discreto consta de:

a. Un conjunto finito {}, cuyos ‘elementos se llaman resultados
(y de hecho representan los resultados del experimento que
se esté modelando).

b. Una eneada ordenada de nimeros no negativos

ply"' ,pn

donde n = ndm. Q y tales que:
Pt ... +pn=1

Estos ndmeros seran las probabilidades con que se den los
diferentes resultados del experimento.

c. La probabilidad de que el experimento arroje un resultado
de los comprendidos en un conjunto dado (también llamado
evento) se obtiene sumando las probabilidades con que se
dan cada uno de los diferentes resultados de que consta el
evento en cuestion.

(Esté clara la construccién de los modelos?

En particular, se dice que el modelo es equiprobable si:
pp=...—=po=p
De b. resulta que necesariamente:

1

P= m]rh. Q
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y de c. se deduce que:

nim. A

PlA)= ndm. Q

para todo evento A © Q en el caso equiprobable.

Considerando la hipétesis equiprobable, la probabilidad de un
evento se obtiene dividiendo el nimero de resultados favora-
bles a la realizacion del evento entre el nimero total de resul-
tados, de tal manera que el problema de calcular probabilidades
se resuelve contando. ‘

Un modelo para el ejemplo de la ruleta, citado al principio de
esta secuencia, es: :

Q = {rojo, verde, azul}

1 1 1

= =T'

projo - —E’ pverde = 'I’ pazul

El modelo de Fermi-Dirac se puede dar en términos del conjunto
% (un resultado es una configuracion distinguible), y los

(n +r— 1) nimeros no negativos
r

-1
para las configuraciones distinguibles FD

0 para las restantes.

En la siguiente secuencia revisaremos los modelos probabilisti-
cos desde una perspectiva mas general.
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 EJERCICIOS

- APLICAGION

o
I
u
i
i

N.B.

La manera de comprobar la

exactitud de sus respuestas
es comparéandolas con el con-
tenido incluido en el texto y/o
comentandolas con su asesor.

N.B.

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendié. Realicelos, le ayudarédn a reafirmar sus conoci-
mientos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1.

Investigue en la bibliografia sugerida o en la que usted con
sidere conveniente, otros casos de interaccion ciencia-tec-
nologia y economia diferentes del mencionado en esta se-
cuencia. Relate cémo se resolvieron mediante la investiga-
cién baésica. :

Redacte un breve ensayo donde diga cémo se puede llegar
a resolver problemas tecnolégicos de gran resonancia eco-
némica en el México actual mediante la investigacion bési-
ca. Se aconseja que se apoye en el ejemplo mecanica esta-
distica — ecuaciones de estado para gases — cuantificacion
del flujo de gas en un ducto que se da en el texto.

Explique brevemente qué significa el concepto “equiproba-
bilidad"".

Resuelva el siguiente problema:

Cada péagina de un libro contiene 3000 caracteres impresos
(letras, signos ortograficos, espacios libres), de los cuales
algunos son erréneos. El libro tiene 500 paginas y 50 ‘erro-
res de imprenta. Convénzase de que |a probabilidad de que
haya m; errores en la primera pégina, n; en la segunda, etc.,
es:

3000 3000} ... {3000
m n; Nseo

"/ 1,500.000
50

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar

su

.do
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aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podi-
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.
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Para ampliar su mformacaon se suglere que:
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FELLER, WILLIAM, “An  Introduction to Probability

Theory and its Applications” Vol. 1, Edit. John Wiley &
Sons, New York, 1968, cap. Il y llI.
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Secuencia 3

Algebra
de eventos

Ideas preliminares

En la secuencia anterior construimos un modelo matemati-
co para los hechos en los que interviene el azar (el modelo
probabilistico discreto), el cual resulta aplicable para una
gran variedad de situaciones, como vimos mediante los di-
ferentes ejemplos que manejamos. En esta secuencia refi-
naremos este modelo, de tal manera que lo podamos utili-
zar para representar otro tipo de situaciones; al final, el re-
sultado serd un modelo mas general (el espacio probabilis-
tico) y cuyas consecuencias van a constituir la materia de
estudio de la probabilidad.

Metro y kilogramo patrén en la oficina de estdndares en USA.

Una limitacién del modelo discreto, que quisiera eliminarse, es
que Unicamente sirve para describir experimentos con un ni-
mero finito de resultados posibles. Esta intencién se debe, por
supuesto, al hecho de que en algunos casos no se puede de-
cir a priori que sélo un nimero finito de resultados se pueden
obtener. Por ejemplo, si se trata de medir la fongitud de una
mesa con una cinta de medir que presenta un cierto grado de
elasticidad (y todas las cintas son mas o menos elasticas), los
resultados de mediciones sucesivas nunca dardn el mismo va-
lor y, de hecho, para una mesa dada puede resultar cualquier
valor entre 198 cm y 202 cm, por decir algo.

Reflexione.
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¢Cudl diria usted que es la longitud de la mesa, si se viera for-
zado a dar un valor?

Este es un caso en que resulta necesario tomar una infinidad
de valores para los resultados de este experimento, por lo me-
nos en principio. Por supuesto que en la practica y para las cin-
tas de medir que normalmente se usan, uno no distingue entre
resultados que difieren en menos de un milimetro, asi que las
mediciones que se reportaran en las diferentes repeticiones -del
experimento, seran algunos de los 41 ndmeros que componen
la siguiente lista:

198.0, 198.1, 198.2, ..., 201.8, 201.9, 202.0, cm.

En este caso hemos agrupado los datos tal y como se recomien-
da en la secuencia 2 de la unidad 2 del Médulo 1 de esta serie;

por ello, la precisién de nuestras mediciones nos permite afir-

mar solamente que:
< La longitud medida esta entre 198.0 y 198.1 cm
© La longitud medida est4 entre 198.1 y 198.2 cm, etcétera.

No tiene entonces sentido que nos empefiemos en hablar sino de
eventos como los anteriores y combinaciones de ellos tales como:

© La longitud medida esta entre 198.7 y 199.8 cm

y otros por el estilo; en tanto que eventos tales como:
¢ La longitud medida es de 201.18 cm
© La longitud medida esta entre 200.03 y 200.07 cm

carecen de sentido, pues nunca se podrin observar dada la po-
ca precisién de nuestra cinta de medir.

De acuerdo con el enfoque empirista mencionado en la unidad
1 del Médulo anterior, tiene sentido preguntarse por la proba-
bilidad de eventos cuya ocurrencia podemos detectar, pero no
tanto de los eventos no observables. Pero. .. icudles eventos
son observables y cuiles no?. Indudablemente, la respuesta a
esta interrogante dependera mas que nada de las condiciones
de la experimentacion.

Asi pues, nos hacemos preguntas tales como:

¢Con qué probabilidad resulta un valor para la longitud de Ia
mesa comprendido entre 198.1 y 198.2 cm ?, mas no preguntas
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;Como se -puede calcular
la frecuencia relativa

de este evento en una serie
de repeticiones del mismo
experimento de medicién?

Conviene traducir
situaciones reales
al lenguaje matematico

como:

;Qué probabilidad hay de que la longitud de la mesa esté en-
tre 200.03 y 200.07 cm?

Ahora bien, queremos construir. un modelo que sirva para des-
cribir experimentos con un ndmero de resultados que no es
necesariamente finito y que sea lo suficientemente flexible
como para que nos permita tomar en cuenta la limitada preci-
sion de nuestros instrumentos de medicion.

Para ello, serd conveniente que atendamos a los origenes empi-
ricos de los hechos que estamos tratando de modelar y que no
perdamos de vista la ldgica, ya que ésta nos permite manejar
las proposiciones con que describimos los hechos empiricos en
cuestion.

Por .simplicidad, supongamos que el experimento que nos inte-
resa consiste en lanzar tres veces la misma moneda y observar
la cara que salga en cada uno de los tres volados.

Efectuamos el experimento y observamos eventos tales como:

T o

Cayeron tres &guilas. -
c. Cayeron un &guila y dos soles.
d. Cay6 un sol la primera vez, luego dos &aguilas en sucesion.

etc.

Por lo tanto, tenemos ya una serie de frases que recogen los
resultados de nuestras observaciones. Esta coleccién de fra-
ses constituye ya un modelo del experimento, pero no uno que
podamos manipular facilmente; por lo tanto, es necesario tra-
ducir dicho modelo al lenguaje mateméatico, para obtener asi
otro modelo més manejable, llamado modelo matematico.

Para ello, comenzamos por seleccionar simbolos que nos re-

presenten las particularidades del fenémeno -que nos ocupa, a
saber:

a: aguila.
. st sol.
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Primero cay6 un sol, luego un &guila y finalmente otro sol.



En términos de estos simbolos, el resultado registrado en a se
puede representar mediante el simbolo:

sas

y el que se registra en b por:

aaa.

Hay que ser mas cuidadosos al representar la frase ¢ e incluir
todas las posibilidades que llevan a que el evento correspon-
diente se realice, como son que el &guila aparezca en la pri-
mera tirada, en la segunda o en la tercera. Luego entonces, lo
representamos mediante el conjunto de simbolos:

ass, sas, ssa

y asi sucesivamente. Nos damos cuenta de que hay dos clases
de eventos:

© Aquellos que hemos representado mediante una sola terna
de simbolos para aguila y sol.

2 Aquellos otros para los cuales hemos necesitado més de una
de dichas ternas, como es el caso de c.

A los primeros les Ilamaremos eventos elementales y a los se-
gundos eventos descomponibles. En otras palabras, hemos re-
presentado los diferentes resultados mediante ternas como aaa,
asa, etc., y los eventos observados mediante conjunto de ternas
de este tipo, conjuntos tales como:

{aaa, asa, sas}

{sss}, etc.

Abusando un poco de los términos, de aqui en adelante resul-
tado y evento denotardn tanto a las nociones empiricas corres-
pondientes como a sus representantes matematicos; asi pues,
aaa, asa, ssa, etc., son resultados en tanto que {asa, aaa},
{sss}, etc., son eventos en el experimento consistente en ju-
gar tres volados al hilo.

Se dirda que un evento es elemental si consta de un sélo resul-
tado; si tiene mas de un elemento se dird que es descompo-
nible. Por ejemplo,

{asa, aaa, sas}
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se puede descomponer como unién de eventos elementales, a
saber:

.{asa} U {aaa} U {sas}.

No hay mas resultados Cabe notar que los Unicos resultados que pueden ocurrir son:
que éstos al lanzar

tres volados al hilo aaa, saa, asa, aas,

ass, sas, ssa, SSS;

estos resultados constituyen un conjunto, mismo que denota-
mos mediante la letra griega 1 y {lamamos espacio de resulta-
dos. Observe que los eventos son subconjuntos del espacio de
resultados, en tanto que los resultados son elementos de dicho
conjunto.

Resumiendo e,
Se construye un conjunto, cuyos elementos son los dife- :
rentes resultados del experimento. Después, los eventos
? {0, mas bien, las proposiciones mediante las cuales se les
denota) se representan mediante subconjuntos del espacio

de resultados.

;Seguro que ya entendié?

Al representar proposiciones mediante conjuntos de la manera
en que lo hemos hecho lineas arriba, nos damos cuenta de que
la proposicion:

Esto no puede ocurrir “cae sodlo un aguila y sélo un sol”

expresa un evento obviamente imposible en el contexto de es-
te experimento, pues debe haber tres caras anotadas en cada
resultado y no sélo dos. Otro evento que vamos a considerar
imposible es el representado mediante la proposicidn:

Ni esto La moneda cae de canto
asf como el dado por: ,
Ni esto La moneda se va rodando hasta que se pierde. -

A estos eventos, asi como a otros que también clasificamos

como imposibles, los vamos a representar mediante el conjun- |

to vacio ¢, al cual también llamaremos evento imposible. |
|
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En ningtiin momento hemos querido decir que sea imposible que  N.B.
la moneda caiga de canto o que ruede hasta que se pierda de vis-

ta o, alin, que desaparezca en el aire, por més que esta Gltima po-
sibilidad si se antoja mas remota seglin nuestra experiencia.

Lo que debemos entender es que al precisar los conceptos en ' |
el lenguaje matematico representamos a todos estos eventos :
" mediante el conjunto vacio ¢. Esto, por supuesto, no es sino , }
otra manera de decir que ningan resultado lleva a que alguno :
de estos eventos se realice y puede muy bien tomarse como la

formalizacién del término “imposible” en este contexto.

Si no entendié el parrafo anterior, no se preocupe. Siga adelan-
te y regrese a él de cuando en cuando.

Por otro lado, tenemos eventos tales como:

Sale alguna cara en cada uno de los tres volados, Esto seguro se da

y también:
La moneda cae al suelo, Esto también

los cuales, segln hemos manifestado, deben ocurrir siempre.
A todos ellos se les representard mediante el conjunto Q, que
en este contexto se denominard evento seguro. Por supuesto,
esto no es sino un modo de decir que salga lo que salga los
eventos en cuestion se realizan.
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Resumiendo

Operaciones entre
proposiciones

jReflexione!

Ahora, ya podemos representar todas las proposiciones que de-
notan eventos (de hecho observados o susceptibles de serlo,
imposibles y seguros) en este experimento en términos de sub-
conjuntos del espacio de resultados. Esto se puede lograr. me-
diante una correspondencia

p—A

{léase: a la proposicién p se le asocia el conjunto A) misma que
ya ha quedado’ éstablecida.

Por otro lado, tenemos un cierto nimero de operaciones logicas
entre proposiciones, a saber:

a. La conjuncién (A, y).
b. La disyuncién (v, 0).
¢. La negacién (~, no).

Mediante estas operaciones, dadas las proposiciones p y ¢, po-
demos formar nuevas proposiciones:

PAq “pyq”
PV “pogq”
~p “no p"”
~q “no q”

.Cémo se comporta la correspondencia establecida lineas arri-

ba frente a estas operaciones?
Por ejemplo, tomemos:
p = cae un sol en el primer volado.
g = cae al menos un sol y al menos un aguila.
Entonces, p A q es la proposicién:
cae un sol a la primera y luego al menos un aguila;
en tanto que p v q es la proposicidn:

cae un sol a la primera, y si no. cae después.

-En otras palabras,

p vV q = cae por lo menos un sol.
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Analogamente,
~ p = no cae sol en el primer volado

~ = cae un aguila en el primer volado

g = 0 no cae ningiin aguila 0 no cae ningiin sol

= caen puras aguilas o puros soles.

Cada una de estas proposiciones se puede representar median-
te un subconjunto de ©, igual que lo hicimos en las péginas an-
teriores. Por ejemplo, a p le corresponde el conjunto:

A = [saa, ssa, sas, sss};
mientras que a q, se le asocia el conjunto:

B = {ass, sas, ssa, saa, asa, aas}.

Convénzase de a pA q,pV q, ~p Y ~ q les corresponden los
conjuntos:

C = {sas, ssa, saa}
D= {'Saa, asa, aas, ssa, sas, ass, SSs }
E = {aaa, aas, asa, ass}
F = {aaa, sss} '
respectivamente. |
Para los conjuntos anteriores, haga ver que:
C=ANB D=AUB
E=A° F=B°
Asi como se ha hecho para estas dos proposiciones particula-
res, se puede verificar lo siguiente:

Si p y q son dos proposiciones cualesquiera, que denotan even-
tos que ocurren al lanzar tres volados al hilo y si les correspon-
den los subconjuntos de & A y B, respectivamente, es decir, si:

p—>A, q—B;
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Ejercicio

entonces,
pAqH ANB
Pvar AUB
~pP A

Es necesario que antes de continuar la lectura resuelva el si-
guiente ejercicio.

Reconstruya el desarrollo anterior para las proposiciones:

p = caen exactamente dos &guilas.

q = cae un sol en el segundo volado.

Se trata de construir las proposiciones p A q, p V4, ~ P, ~ q;
de representarlas mediante subconjuntos de € y de verificar qué
conjunciones van a dar a intersecciones, qué “disyunciones van a
dar a uniones” y qué '‘negaciones van a dar a complementos”.

Anote:
p = cae sol en el primero.
r = cae al menos un sol.

Resulta claro que si se da p, se da automéaticamente r, hecho que
se denota poniendo:

prr
(Léase “p implica r").
Hay veces, como en el caso de r y la proposicién s dada por:
s = cae un sol en el primer volado y si no, cae después;
en las que se cumple tanto
re>s
como:
s r.

(Es cierto, ;no?). Entonces se dice que r y s son proposiciones
equivalentes y se escribe:
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Informalmente:
r y s son equivalentes si denotan el mismo hecho.
Veamos el siguiente problema.

iPuede darse que dos proposiciones equivalentes se represen-
ten mediante distintos subconjuntos de Q?

En el caso de p y r, se puede verificar que:
A CD;

donde A y D son los subconjuntos de Q que les corresponden,
respectivamente. En otras palabras, se verifica que si:

P A, r~D
y si:
por

entonces:

A cD.

Se sugiere que construya un ejemplo que ilustre lo anterior con
otra p y otra r.

Supongamos que a r y s les corresponden los subconjuntos D y
G respectivamente y que son proposiciones equivalentes. Enton-
ces:

r—s, s=>r
y por lo anterior debe cumplirse que:
Dc G GcD;
es decir, que:
b=6.
La respuesta al problema pIantea.dc»i lineas arriba es un rotundo:

No
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N.B.

Insistimos

Hay ocasiones en que no
todos los subconjuntos de O
representan hechos
observables

es decir:

Dos proposiciones equivalentes se representan necesaria-
mente por el mismo conjunto.

Esto hace ver que resulta mas econémico representar los even-
tos mediante conjuntos que por medio de proposiciones: cada
conjunto representa lo mismo que toda una clase de proposicio-
nes equivalentes.

Bonito, ;no?

'

Para modelar un experimento, se construye el conjunto de
posibles resultados y se representan los eventos asociados
al experimento mediante subconjuntos de diche espacio.

Por ejemplo.

Supongamos que, por alguna razén, en el experimento de ‘los
tres volados al hilo no se puede saber el resultado del segundo
volado —pero si sabemos que se realiz6—, de tal manera que
el espacio de resultados del experimento sigue siendo Q. Sin em-
bargo, no deberiamos considerar eventos como:

cae aguila en el segundo volado,

ya que nunca se sabré si ocurrié o no. En otras palabras, el con-
junto:

{ aaa, aas, saa, sas}

no representa un evento observable en este experimento modi-
ficado.

El ejemplo que acabamos de dar, ilustra el hecho de que, en algu-
nos casos, habra subconjuntos del espacio de resultados a los
que no se podra considerar como representantes de ninguna pro-
posicién acerca del experimento que se esté analizando. En tér-
minos generales, los conjuntos que van a modelar a las propo-
siciones de interés constituyen una familia de subconjuntos de
Q que no necesariamente incluye a todos ellos. Denotemos por
d a dicha familia de subconjuntos de (.
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Veamos el siguiente problema:

Dado un experimento con Q como espacio de resultados y una
familia ¢ de subconjuntos de Q.

;Qué propiedades minimas debe tener a para que estén repre-
sentados en ella todos los eventos asociados al experimento en
cuestién?

Algo inmediato es que tenga representantes para los eventos se-
guro e imposible, los cuales siempre habré que tomar en cuenta;
es decir, que:

dea, Qea

P—
i
4
:

1
7]

Note que los elementos de a son subconjuntos de (2.

Por otro lado, hemos visto que conjunciones, disyunciones y ne-
gaciones de proposiciones van a dar a intersecciones, uniones
y complementos de conjuntos. Asi pues, dado que si p y q son
proposiciones que denotan hechos observables en el experimen-
to, entonces pA G, p V 4 Y~ p también, algo que debe pedir-
sele a d es que:

Si A y B estan en a; entonces,
AN B, AU By A° también;

es decir, que:
A,Bea=>ANB,AU B, A’ca.

En efecto, de no ser asi, algunas proposiciones acerca de eventos
observables no estarian representadas en d.

;Entiende bien?

Es facil; estamos tratando de dar un modelo matematico para
un experimento y tratamos de ver qué objetos matematicos van
a constituirlo y qué propiedades deben éstos tener.

Por ejemplo.

El experimento es tirar tres volados al hilo. Entonces Q es el que
ya conocemos y se puede tomar como a a la familia de todos los
subconjuntos de (.
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Ejemplo 2

Piense un poquito

Otro ejemplo mas.

El mismo experimento, pero con la imposibilidad de observar el
segundo volado. Puede tomarse el mismo espacio de resultados,
pero debe cambiarse la familia de los eventos para tomar en
cuenta las restricciones de observacién; una buena eleccién es
tomarla como aquella que consta de los siguientes 16 subcon-
juntos de :

¢, {aaa, asa,}, {saa, ssa},

{aas, ass },{sas, sss },

{aaa, asa , saa, ssa},
{ aaa, aaé , asa, ass},
{aaa, sas , asa, sss},.
{saa, aas , ssa, ass},
{saa, sas , ssa, sss},
{aas, sas , ass, sss},

{saa, aas, sas , ssa, ass, sss },
{aaa, aas, sas , asa, ass, $sS},
{ aaa, s:aa, sas , asa, ssa, $sS},
{ aaa, saa, aas. , asa, ssa, ass}, {

a. ;Posee las propiedades requeridas la familia de eventos del
primer ejemplo?

b. ¢(Qué puede decirse con respecto a la familia de eventos del
segundo ejemplo?

Son muchos los experimentos a los cuales se les puede asociar
un modelo de} tipo de:

<0, a>;

donde,

1. Q es un conjunto no vacio {el espacio de resultados).

2. aes una familia de subconjuntos de Q, entre los cuales figu-
ran ¢ y Q, que es cerrada bajo la formacién de uniones e in-
tersecciones de pares de conjuntos y también frente a la for-
macién de complementos.
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Proposicion. Una propiedad de

. y . o ] .. la familia de los
. a es cerrada bajo la formacién de uniones e intersecciones fini- eventos

tas.
Demostracion.
En efecto, se tiene que:

AlU...UA =AU ... UAn) UA..

Por induccién, si

A, ... ,An-1€a$A1U .. UAny

entonces si Ai, ...,As€d, debe tenerse que A;U...UAn€d
(por el caso n=2, que sabemos es valido). Asi pues, a es
cerrada bajo uniones finitas. Basta cambiar U por N y la misma
demostracién sirve para probar que a es cerrada bajo la formacién
de intersecciones finitas.

iPor qué no reconstruye el argumento anterior para las mtersec-
ciones? Asi lo podra entender mejor.

Proposicion. , Otra propiedad de

. .. . . . la familia de los
a es cerrada bajo la formacién de diferencias de conjuntos. eventos
Demostracion

En efecto, si A, B €4, basta recordar que:
A—B=ANB°

para tener que A — B €q, puesto que los complementos e inter-
secciones de conjuntos en g necesariamente estan en d.

;Deveras entendi6 el argumento anterior? Convénzase antes de
continuar.

Se puede seguir trabajando sobre este modelo probando nuevos ' Las leyes de
resultados. Uno que es muy importante, pues lo simplifica gran- De Morgan
demente, se obtiene aplicando las leyes de De Morgan, a saber:

AU B=(A°N B
AN B= (AU B
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En efecto, dichas relaciones muestran que por ser g cerrada ba-
jo la formacién de complementos, basta pedir que a sea cerrada
bajo U para que autométicamente sea cerrada bajo N y recipro-
camente.

Conteste, por favor Reciprocamente, jqué?

Ademas, dado que:
=0, Q°*=¢

Modelo de un  la misma cerradura de a bajo la complementacién permite sim-
experimento  plificar la descripcién del modelo:

<Q,a>

diciendo que:

1. ©Q es un conjunto no vacfo.

2. a es una familia de subconjuntos de € tal que:
a. Qea,
b. A,Bea=>AUBea.
c. Aea=A%ea.

Compare esta descripcién del modelo con la que vimos algunas
paginas atrds. ;No le parece méds simple? Hay menos cosas que
recordar, ;no? ;Y pensar que las dos descripciones son entera-
mente equivalentes!

Las algebras booleanas A veces se dice que una familia de conjuntos con las propieda-
aparecen en muchas des a, b, ¢ es un algebra de Boole (léase Bul} o algebra boolea-
areas de la matematica nana (léase buleana). En particular, fa familia de todos los sub-
conjuntos de Q es un &lgebra booleana ;no es cierto?, y tam-

-bién la familia que consta del conjunto vacio v de { solamente.

En cada situacién particular, la eleccién de algebra de eventos
la dicta nuestro criterio sobre qué subconjuntos de © son “in-
teresantes” y deben, por lo tanto, ser tomados en cuenta como
representantes de eventos asociados al experimento de que se

trate.

Esperamos que haya quedado claro que, en cualquier caso, la
familia de eventos debe constituir un algebra booleana de sub-
conjuntos del espacio de resultados; es decir, de (. De no ser

asi, algo anda mal.
1 ,k
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Regresemos por un momento a los modelos para estadisticas
de particulas que construimos en la secuencia anterior. Con la
ayuda de las ideas que hemos presentado, se pueden dar &l-
gebras de eventos para los tres modelos en términos de un mis-
mo conjunto de resultados a saber:

QO =E"
donde:
E={E,... ,E}
y Ei, ... ,Ea son los diferentes valores que puede tomar la ener-

gia de cada una de las r particulas que constituyen eI sistema
de interés.

Para el modelo de Maxwell-Boltzmann se considera que las dis-
tintas configuraciones (es decir, los elementos de ) son todas
observables; como hay sélo un nimero finifo de ellas (son un
total de n") y cada conjunto con un solo elemento es un evento
elemental, al formar todas las uniones finitas de dichos eventos
elementales se generan todos los subconjuntos de 0. Asi pues,
el algebra de eventos correspondiente a este modelo es ia [a-
milia de todos los subconjuntos de ©, a la que denotamos coino

Q .
2 : es decir,

. Q
a —=2

MB

Si entendié el razonamiento anterior, ;jno es asi?

Veamos qué pasa con el modelo de Bose-Einstein, para el cual
de nuevo se puede tomar  como espacio de resultados, pero
s6lo las configuraciones distinguibles son observables.

Recuerde que:

Una configuracién distinguible es un conjunto de configu-
raciones; es decir, un subconjunto de Q.

Asi, por ejempio, la configuracion dlstlngulble A consta
1 ..I’
de aquellas configuraciones (E E ] de  con la propiedad

T
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Demostracién de que toda
configuracion esta en alguna
configuracion distinguible

de que de los nimeros Ei : Ei, 1, son iguales a E;, r; son
peeer by

iguales a E;, etc.

En otras palabras, r, particulas estén en el primer nivel de ener-
gia; r, de ellas se encuentran en el segundo nivel, etc., y, por su-
puesto, F, ... ,Fa SON enteros no negativos cuya suma es r.

Por la secuencia anterior sabemos que hay:

n4+r—1

n—1
configuraciones distinguibles. Numérense estos conjuntos del 1
al m y denétese como C;, Gz, ... Cu, respectivamente.
Sea a, el algebra de eventos correspondiente al modelo de Bo-

se-Einstein. Evidentemente debe tenerse que:

C,...Cu EaBE'

Deben estar también en a,, aquellos subconjuntos de Q que se

pueden generar uniendo las diferentes configuraciones distingui-
bles, tales como:

C;UGC; C;:UC,;UC, etc.

En particular,
Q=CU...UCu
por lo que:
Qea
tal y como debe ser. (;Esté usted convencido de que:
Q=0CU...UGCy?
Veamos el porqué de esta aseveracion.

En efecto, dada una configuracion cualquiera, digamos:

(Eil,...,Ei ),
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contamos cuéntas veces aparece E;, cudntas veces aparece E,

etc.; en la lista; si E; aparece s, veces, E; aparece s; veces, etc.,

entonces la configuracién elegida estd en A - . Resulta en-
&
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tonces que toda configuracién estd en alguna configuracion dis-
tinguible, es decir,

0N CCU...UCu

Por supuesto, estd de acuerdo en que:
c,u...uC,c@

ino es cierto? Entonces resulta que:

O0=0CU...UCn
tal y como habiamos asegurado.
¢Quedd claro? Pues continde,

Més aln, es claro que dos configuraciones distinguibles distintas
no pueden tener elementos en comun, es decir,

CiN Ci=¢sii#j|.
Si esta claro, jverdad?

De aqui resulta que el complemento de un conjunto como C; U C;
no es otro que C; U .x. U Cn. En términos generales, el comple-
mento de una unién de configuraciones distinguibles es la unién
de aquellas configuraciones distinguibles que no habian formado
parte del conjunto cuyo complemento se estd tomando. Analoga-
mente, al unir dos uniones de configuraciones distinguibles se
obtiene una unién de configuraciones distinguibles. Todo lo an-
terior hace ver que la familia de subconjuntos de Q que se obtie-
ne al tomar todas las uniones de las configuraciones distinguibles
es un algebra booleana y es, de hecho, la méas pequefia algebra
booleana de todas las que contienen a todas las configuraciones
distinguibles.

Caray, esto es asi medio complicado, ;verdad? No se desespere;
si siente gue no ha entendido cabalmente el parrafo anterior, si-
ga adelante, que al fin y al cabo esto es solamente un ejemplo
de construccién de un algebra booleana.-

En todo caso, tomamos como a_. a la minima algebra booleana

que contiene a todas las configuraciones distinguibles y que con
grandes trabajos acabamos de construir.
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¢No le recuerda esto algo que
ya estudié al ver relaciones
de equivalencia?

De paso, ha usted aprendido un procedimiento que se usa fre-
cuentemente para construir dlgebras de conjuntos. Se da una fa-
milia de conjuntos de interés:

A, ... A
en , tal que dichos conjuntos:
1. Son ajenos por parejas, _
AN A=¢ si iz ]
2. Cubren a Q,
AU...UA=Q,

. _w s

Entonces, se dice que estos conjuntos constituyen una particion
de Q:

ey

Entonces, se forman todas las uniones de la forma:

AU UA ,

11 e in
las que constituyen una familia de conjuntos a la que se denota
como 4.

Esta familia a contiene a () es cerrada bajo la formacién de unio-
nes y también frente a la complementacién, por lo que se dice
que es un algebra booleana. a contiene a A,, ... , Ay como ele-
mentos y es de hecho la més pequefia con esa propiedad. a se
llama el algebra booleana generada por la particion en cuestion.
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Asi pues:
El algebra de eventos de Bose-Einstein es aquella generada por  Algebra de
la familia de configuraciones distinguibles. v Bose-Einstein

Finalmente, la estadistica de Fermi-Dirac supone también que s6- Algebra de
lo las configuraciones distinguibles son observables, por lo que Fermi-Dirac
podemos anotar:

FD — aBE °

Tenemos ya varias instancias del modelo de experimentos:

<Q,a>,

En la préxima secuencia completaremos esta construccién me-
diante la idea de probabilidad. :
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- EJERCICIOS
DE
APLICACION

N.B.

La manera de comprobar la
exactitud de sus respuestas,
es comparandolas con el con-
tenido incluido en el texto y/o
comentédndolas con su asesor.

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendié. Realicelos, le ayudaran a reafirmar sus conocimien-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1.
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Investigue en la bibliografia sugerida o en la que usted con-
sidere conveniente, las diferencias fundamentales entre cada
uno de los tres modelos experimentales estudiados en esta
secuencia.

Revise los ejemplos (b, 1) a (b, 16) de la seccion 1.2 del libro
de Feller (ver sugerencias de estudio) y construya el modelo \
comun a todos ellos. Debe dar el espacio de resultados y el
algebra de eventos.

Suponga que se toma una persona al azar y se le pregunta
por sus preferencias en cuanto a beber té o café. Se puede
tener sélo cuatro respuestas:

a. Le gusta el café y no el té.

b. Le gusta el té y no el café.

C. Le gustan el té y el café indistintamente.
d. No le gustan ni el té, ni el café.

Si Q es el conjunto de todos los seres humanos, sean A, B, C
y D los conjuntos de personas que responden de cada una de
las cuatro maneras anteriores, respectivamente.
Claramente. ..

AUBUCUD=0

y la unién es ajena; es decir,
{A,B,C,D}

es una particién de Q.

Construya el dlgebra de conjuntos a generada por esta parti-
cién e interprete cada uno de los 2* eventos en palabras del
lenguaje ordinario.

{(Feller, cap. 1, ejem. 4). Elabore un modelo para el experi-
mento consistente en lanzar una moneda tantas veces como
sea necesario para que se obtengan dos resultados iguales,
uno inmediatamente después del otro. ;Cuantos posnbles re-
sultados hay en este experimento?




5.

Considere el proceso mediante el cual las proposiciones 6-
gicas acerca de los elementos de un cierto conjunto se repre-
sentan mediante subconjuntos de dicho conjunto y reciproca-
mente.

a. (A qué relaciones entre proposiciones corresponden las
leyes de De Morgan para conjuntos?

b. Niegue las proposiciones:
1. A mi me gusta el cine y el teatro.

2. No son peras ni son manzanas.

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar

su
do

aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podi-
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.

N.B.

. P

TR

ara ampliar su informacién se sugiere que:

© Consuite los siguientes libros:

FELLER, WILLIAM, An Introduction to Probability Theory
and its Applications, Vol. 1, New York, Edit. John
Wiley & Sons, 1968, cap. 1 y 4. '

SUPPES, PATRICK, Introduction to Logic, Princeton,
New Jersey, Edit. Van Nostrand, Co. Inc. 1964, cap. 9 a
12. '
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Secuencia 4

Espacio
probabilistico

ldeas preliminares

]

VTR T L

/a hemos concluido la construccién de un modelo matema-
tico para hablar de los eventos asociados a un ‘cierto expe-
rimento, en la forma de la pareja ordenada:

<Q,a>;

donde Q es un conjunto no vacio, cuyos elementos son los
resultados del experimento en cuestion, y ¢ es un algebra
booleana de subconjuntos de £; sus elementos son conjun-
tos y representan a los eventos asociados a dicho experi-

mento.

TE APUESTO 0 A 1 A QUE
GANA M! EQUIPO.

a0

A

:1\,{.‘, -
Galiaed

Un modelo matemaético tal, constituye una representacion
dentro de la teoria de conjuntos del modelo linglistico for-
mado por las proposiciones légicas acerca de los hechos
que tienen lugar cuando se realiza el experimento. Ahora
bien, en I6gica se acostumbra evaluar las proposiciones asig-
nandoles valores de 0 (cero) o 1 (uno) o, en forma andloga,
asignandoles sus valores de verdad, falso o verdadero, res-
pectivamente. El sistema asf obtenido se denomina célculo
proposicional; George Boole fue uno de sus creadores. El
célculo proposicional equivale a completar el modelo de los
eventos mediante una funcién V que asocia a cada evento
A €a un valor numérico 0 o 1 Unicamente, sujeta a la inter-
pretacién:
1 si A es verdadero
V(A=

0 si A es falso

68

SR oo RESREE S R 2




dando asi tugar al modelo extendido:

Tate

<Q, a V>

para un experimento con resultados que son falsos o verda- :
deros. :

Con todo y que el célculo proposicional es de mucha utilidad
4 en una gran variedad de situaciones, hay muchas otras en
1 las que pretender que las proposiciones acerca de hechos
experimentales resulten falsas o verdaderas exclusivamente
i resulta demasiado forzado.

Por ejemplo, al lanzar tres volados al hilo, seréd falsa o ver-
dadera la proposicidn:

Caen dos aguilas y un sol
y ¢qué se puede decir de la proposicién:
Caen tres soles seguidos.

4 Evidentemente, para este tipo de situaciones se debe ser
i mas flexible, para poder asi admitir proposiciones de cuya
i verdad o falsedad no estamos completamente seguros. Es-
& to lo podemos hacer asignando a cada proposicién o evento,
¢ un nimero real comprendido entre 0 y 1, que de alguna ma-
nera represente el grado de confianza que tenemos en que
dicho evento tenga lugar cuando el experimento en cuestion
se lleve a efecto.

§

;.Coémo lo podriamos hacer?

En el lenguaje de la teoria de conjuntos, lo que buscamos es de-
finir una funcién de @ en [0, 1] (una regla que a cada evento A
le asocie un y sélo un “valor de verdad” «€[0,1]), funcién a la
cual llamaremos’ probabilidad y denotaremos mediante la letra
P. Entonces escribiremos:

P:a—[0,1]

Esto, por supuesto, lo podemos hacer de una infinidad de mane-
ras, dependiendo de lo que queramos que esta funcion represen-
te. Aqui, igual que en cualquier otra instancia de construccién
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El método cientifico

se basa en la observacion

y la experimentacion, mismas
con la que se contrastan

las predicciones de la teoria

¢Coémo se asignan las
probabilidades?

Ejemplo

de modelos matematicos de la realidad, el principal problema es
precisamente la adecuacion de la construccion matematica en
relacién con el comportamiento observado en la préactica.

En la secuencia 1 de la primera unidad del Médulo 1, Probabili-
dad y Estadistica, de esta serie estudiamos en detalle el método
cientifico y vimos que toda teoria debe contrastarse con la rea-
lidad y que del resultado de dicha confrontacién depende si la
teoria es aceptable o no.

Si se acuerda, jno?

Pues aqui también podemos seguir el mismo enfoque empirista
y asignar probabilidades a los eventos (es decir, definir la fun-
cién P:a— [0,1]) a partir de experimentos.

Por ejemplo, consideremos el experimento:
Soltar una piedra desde una altura de 16 m.

Se repite el experimento cinco veces y se obtienen los siguien-
tes datos:

Repeticiéﬁ Tlempo de caida
1 § 180 seg.
2 1.78 seg.
3 1.81 seg.
4 1.78 seg.
5 1.82 seg.




En principio, el tiempo de caida puede tomar cualquier valor po-
sitivo, sujeto Gnicamente a las consideraciones acerca de la pre-
cision que haciamos al inicio de la secuencia anterior. De los re-
sultados vemos que se ha realizado el evento:

El tiempo de caida estd entre:

1.78 seq. y 1.82 segq.

Hay una dispersién total de 0.04 dnicamente que, con respecto
al promedio de los dos valores extremos (1.78 y 1.82), resulta
una dispersién relativa de Gnicamente:

0.04
— X 100 =2.2%.
180 X 100 =2.2%

Entonces, con un buen grado de seguridad se puede decir:

“es verdadero que

“el resultado de la medicién es

1.80 == 0.02 seg.”,

pues de las cinco repeticiones hechas, en todas se observé el
evento en cuestion, es decir, con una frecuencia de 100%. Con
base en nuestra experiencia, podemos decir con gran confianza
que después de repetir un gran nimero de veces el experimento,
si no en todas las repeticiones si en una abrumadora mayoria,
obtendremos el mismo evento.

Definamos la frecuencia relativa de dicho evento en n repeticio-
nes del experimento como: :

o

)

El cociente entre el niimero de veces que se observa el even-
. to y el nimero total de veces que se repite el experimento.

Si realizéramos este experimento, obtendriamos una tabla de va-
lores como la siguiente:

"

Frecuencia relativa

Frecuencia relativa
de un evento




Nim. de repeticiones | Frecuencia relativa .

T o

5 1.
‘ 10 0.99
15 0.999

20 ‘ 0.999 ot
100 09999
: 200 ( 0.9999
1000 F 0.9999

Para todos los fines practicos se puede considerar una funcién
constante, de valor 1, y es por eso que se dice que el enunciado
correspondiente es verdadero sin ningln otro calificativo.

La grafica frecuencia relativa contra nimero de repeticiones en
este casc es:

Este fené6meno muestra
un acusado caracter
determinista

Una manera alternativa de expresar los resultados de este expe-
rimento es diciendo que:

La probabilidad de que el resultado de la medicién del tiempo de
caida esté entre 1.78 y 1.82 seg., es igual a 1. '

Veamos qué pasa en situaciones tales como cuando se lanza un
volado. De acuerdo con lo que hemos visto ampliamente en Ta
_secuencia anterior, los resultados que podemos esperar al repe-
tir este experimento un cierto nimero de veces son otras tantas
anotaciones de ‘“aguila” o “sol”.
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Si se repite el experimento diez veces, tipicamente podemos es-
perar resultados como los anotados en la siguiente tabla:

Repeticion ‘ Resultado

-

Aguila
Sol
Sol
Aguila
Aguila
Aguila
Sol
Aguila
Sol

© 0 N oo o b~ W N

-l
fe=)

Aguila

La frecuencia relativa con que ocurre el evento:
sale aguila,
en este experimento es:

6/10=0.6

Si continuamos el experimento y {legamos a 50 repeticiones, bien
puede suceder que obtengamos 28 &guilas, lo que da una frecuen-
cia relativa de:

28/50 = 0.56.

Desde luego, se puede pensar en continuar con este experimen-
to y no es dificil que obtengamos tablas de resultados (frecuen-
cia relativa contra nimero de repeticiones) como la siguiente:
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Tabla de resultados en
10 volados




¢ Frecuencia relativa de las aguilas

z:
[ =Y
3
a
14
<
S
D
[« T
(=3
/2]

AT TS T AR

0.60
50 # 0.46
100 i - 0.64

0.60

0.48

0.46

500 b 0.50

1000 0.52

! 2000 0.47 '
5000 0.49
10000 , 0.50

Aqui se ven fuertes
~ tendencias no
deterministicas




Segun estos datos, se observa una gran variabilidad en los valo-
res de la frecuencia relativa, pero también una tendencia de di-
chos valores de agruparse en torno a un valor, que para este
experimento anda alrededor de 0.49. En términos generales, los
resultados indican que la frecuencia relativa se acerca méas a 0.49,
cuanto mayor sea el niimero de repeticiones del volado. Se an-
toja sensato llamarle a este valor asi determinado, la probabili-
dad de que caiga aguila.

Con estas ideas en mente, definimos los siguientes conceptos, Enfoque frecuentista
con relacion a un experimento modelado hasta ahora, mediante para asignar
una pareja ordenada: probabilidades

<, a>
Elijamos un evento A €q, repitamos el experimento en cuestion

un cierto nimero de veces (n) y anotemos el nimero de dichas
repeticiones (n,) en que fue observado.

Escribamos: Frecuencia relativa !

y llamemos a f,:

La frecuencia relativa del evento A en las n repeticiones del ex-
perimento.

Este concepto resulta fructifero, pues es un hecho empirico mu-
chas veces observado que:

A T Ry, Py e DT s ST NN fe i

A medida que n es mas grande, los valores de f, fluctdan
. cada vez menos alrededor de un valor fijo p, que se llama
* “la probabilidad del evento A”.

T L T T S e o TR IH i R

Esta afirmacién constituye el Hamado principio de regularidad
estadistica y se puede ilustrar mediante la grafica:
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Representacion grafica
del principio de
regularidad estadistica

N.B.

Enfoque laplaciano
para asignar probabilidades

Enfoque subjetivista

Se pueden reconciliar
los diferentes enfoques con
el frecuentista

Entonces podemos asignar probabilidades a los diferentes even- |
tos asociados al experimento en cuestién; es decir, definir la |
funcién adecuada:

p:a—[01]
poniendo:

P(A)=p,

Esta manera de asignar probabilidades a los eventos correspon-
de a una posicién filoséfica de tipo empirista y se conoce como
enfoque frecuentista.

Esta no es la Unica manera de efectuar dicha asignacién; tene-
mos ademaés:

El enfoque laplaciano. En la secuencia 2 de este Médulo ya nos
hemos referido a la definicién cldsica de Laplace.

“ El enfoque subjetivista considera que la probabilidad expresa
meramente el grado de confianza que se tiene de que ocurra
el evento correspondiente y quiza otros mas.

Fréchet en su libro Las matemdticas y lo concreto (ver las sugeren-
cias de estudio para esta secuencia) sostiene que los diferentes
enfoques se pueden reducir al frecuentista, ya que de una u otra
manera siempre se recurre a la experiencia.
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¢De dodnde, si no, resulta la confianza que en términos de proba-
bilidad expresa el subjetivista? Toma en cuenta su experiencia
(y la de toda la humanidad) para emitir sus juicios. Todo esto es
muy interesante. ;Qué opina usted?

S SIS
“ s T/ll‘,\ S

-

Regresemos a la asignacién de probabilidades siguiendo el enfo-
que frecuentista.

Evidentemente, cualquiera que sea el evento y el nimero de re-
peticiones del experimento, debe tenerse que:

0<H, <1

Ademads, como el evento seguro siempre se da:

También, si Ay B son eventos que se excluyen mutuamente (no
hay ningin resultado para el que se den los dos a la vez),enton-
ces el nimero de veces en que se da uno de los dos es:

n,,y=n,+n,.
Resulta entonces que:

ANB=o¢>f, ,=f +f.
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Aditividad de la
probabilidad

El ejemplo del volado

Vuelta a la estadistica
de particulas

Asi pues, nuestra asignacién de probabilidades se efectia me-
diante una funcién P:a— [0, 1] (la probabilidad) con las propie-
dades:

i. P(Q)=1.
ii. P(AUB)=P(A)4P(B),si AN B=2¢.

Asi queda constituido el modelo mas rico:
<0,ap>

llamado espacio probabilistico.
Lector/a:

;Qué es cada uno de los tres elementos que constituyen un es-
pacio probabilistico?, ;qué propiedades tienen?, ;qué represen-
tan? '

Recuerde el ejemplo del volado.
De acuerdo con los resultados del volado (ver el diagrama corres-

pondiente) para la moneda usada en el experimento se tiene un
espacio probabilistico con: '

0={as}
a={4 {a}{s} 0}
P({A}) =049
P({s})=0.51
y, por supuesto,
P(¢)=0
PO =1

En la ciencia, a menudo ocurre que en algunas situaciones de
interés es dificil y adn imposible experimentar con ellas. Este
es ciertamente el caso cuando se estudia la manera en que se
reparte la energia de un sistema de particulas. En casos como
éstos se procede postulando un cierto modelo y verificandolo
luego en términos de sus consecuencias observables.
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Asi, por ejemplo, el modelo de Maxwell-Boltz’mann se comple-
menta postulando que todas las configuraciones tienen la misma
probabilidad. Dado que son n*, debe ser que:

1
PMB [{w}] :_nr_

y, en general,
nam. A

nl'

Py (A) =
para cada Aea, .

En cambio, en la estadistica de Bose-Einstein los eventos mas pe-
quenos son las configuraciones distinguibles, que se supone tie-
nen la misma probabilidad.

Asi pues,
’ n+r—1\
BE(AH T “n) n—1

y, en general; si A consta de k confifgufaciones distinguibles,

k
P (A) =
. sz (A) v (n—f—,r—-—‘1)
n—.1
Finalmente, la estadistica de Fermi-Dirac supone que Unicamen-
te las configuraciones distinguibles A ~, donde ry, ..., Ky

e T
1 n

son iguales a 0 0 a 1 se pueden presentar y que son todas equi-

n
probables. Como hay ( )de ellas, debe tenerse que:
r

- RS A
(r) Sif, ..., 1me{0,1}
PFD(Ar r)=
L T

En general, si AeaFD consta de un cierto nimero de configura-

0 si no

ciones distinguibles, de las cuales | Gnicamente tienen Fi,...,M€
{0, 1}, entonces:

Py (A) =

(r)
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Comparacion de los
tres modelos con
el experimento

Algunas propiedades
de los modelos

Propiedéd 1

Esta ha arrojado los siguientes resultados:

® No existen sistemas de particulas que se comporten segun el
espacio probabilistico de Maxwell-Boltzmann.

3 Los fotones, nicleos y 4tomes que contienen un niimero par de
particulas elementales se comportan segun el espacio proba-
bilistico de Bose-Einstein.

» Ef espacio probabilistico de Fermi-Dirac se aplica a los elec-
trones, neutrones y los protones.

Generalmente, las predicciones de los modelos probabilisticos
como los anteriores que ya se pueden contrastar con el experi-
mento son algo méas elaboradas y se refieren a enriquecimientos
hechos a dichos modelos. La siguiente unidad de este Médulo se
refiere a esos conceptos que enriquecen el modelo llamado es-
pacio probabilistico.

Tenemos ya algunos ejemplos de espacio probabilistico:
<Q,aP>

Veamos ahora algunas propiedades de los modelos de este tlpo

cuyo conocimiento nos permitird manejarlos mejor.

En cada caso, los conjuntos a los que se aplique P seran eventos
ena.

" Propiedad 1.

e e o e

Y

La probabilidad del complemento es el complemento de la -
probabilidad.

P(A%)=1—P(A).
En efecto:
AUA=Q, AN A=,
de lo cual resulta que:
P(A)+P(A°) =1
en virtud de la aditividad de P
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Propiedad 2. Propiedad 2

e etk i i S

La probabilidad de una diferencia es la diferencia de las pro-
babilidades, si el evento que se quita es parte del otro.

Si
A C B;
entonces,
» P(B— A)=P(B) — P (A).
Aquf basta con observar que:
B=AUB—A), AN(B—A)=1¢
y aplicar la aditividad de P para obtener que:
P(B)=P(A)+P(B—A).

Propiedad 3. Propiedad 3

La probabilidad es mayor cuanto mas grande es el evento.

e —— Ve

Si
A CB;
entonces,
P (A) < P(B).
Esta propiedad se obtiene como corolario de la propiedad 2, ya
que P(B— A} > 0.

Propiedad 4 . Propiedad 4

% La propiedad de la unién es la suma de las probabilidades

i
¥

: menos la probabilidad de la interseccion. «;
f P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B) :
g Note que si:

: AN B=¢;

j entonces,

P(ANB)=0
y se recupera la aditividad.

I3
i
e
il
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Propiedad 5

En efecto,
AUB=[A—ANB]JUB

segun se puede verificar facilmente, por ejemplo observando la
figura:

Luego, por la aditividad de P
P(AUB)=P(A— AN B)-}+P(B)
y, por la propiedad 2, h
P(A—ANB)=P(A)—P(A N B),
ya que: .
ANBCA.
Entonces, substituyendo se dbtiené que: v
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B)

como se asegurd; se generaliza asi la aditividad de P, al no nece-
sitar que A y B sean ajenos para poder calcular su probabilidad.

Finalmente, otro tipo de generalizacién de la aditividad de P (esta ' |

vez en cuanto al nimero de conjuntos que se consideran) se da
en la siguiente propiedad:

Propiedad 5

La probabilidad de una unién ajena es la suma de las proba-
bilidades. :
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Si A, ..., Ay son eventos ajenos por parejas; es decir,
AN Aj=¢ si isj;
entonces,
PAJU...UA)=P(A}+ ... +P(AL).
Esta propiedad se demuestra facilmente por induccién. En efec-

to, es valida para n = 2. Supongamos que es valida paran=k y
sean A;, ..., Ak, Ax1 eventos ajenos por parejas.

Entonces,

PALU...UAJ)=P(A)+ ... +P (A

en virtud de la hipétesis de induccion. Ademas,

(AtU ... UAJ) N Axy .
= (A N A1) U ... U (AN Aw)
=o¢éU ... Us
=¢
y, entonces,

PA,U...UAU Axy)
=P(AU ... UA) +P(Axi)
=P (A} + ... +P(A) -+ P (Ax).
Asi pues, la propiedad vale para n = k + 1.
Por induccién vale .entonces para toda n > 2.
Para terminar esta secuencia, sefialaremos algunas deficiencias

que aiin tiene el modelo probabilistico que hemos construido. Pa-
ra lo cual, consideraremos el siguiente ejemplo.

Experimento:

Se juegan volados y se anota el momento en que aparece la pri-
mera aguila.
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Reflexione

Aqui un resultado concebible es que nunca caiga un dguila; es
decir, la sucesion infinita de soles

(s,s, ...).

En general, los resultados seran todas las sucesiones de aguilas
y soles del tipo de:

(s,...,s,a,.).
N

k—1

El evento consistente en que haya que esperar k volados antes
de que caiga la primera aguila se representa mediante el conjun—
to Ax, cuyos elementos son del tipo de:

(sy...,s,a,.).
N—
k—1

Una vez especificado el espacio de resultados Q, supongase que
se ha dado un algebra de eventos a; mas ain, supéngase que:

A €ea
k

para cualquiera que sea k.

¢Cual es la probabilidad de que haya que esperar diez 0 méas vo-
lados hasta que caiga la primera aguila?

El evento en cuestion es:
A:AxoUAuUAle

Note que A es una unién infinita de eventos. Queremos calcular
P (A). ‘
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Pues sucede que no podemos asegurar que A sea un evento, ya
que g es cerrada bajo uniones finitas y no necesariamente bajo
uniones infinitas.

Esto estda muy mal, pues puede ser que P (A) no esté definida.

Por razones técnicas que tienen que ver con este tipo de dificul-
tades, se acostumbra pedir que en un espacio probabilistico

< Qa P>

a sea cerrada bajo la formacion de uniones infinitas numerables:;
es decir,

1. ¢ea,
2. Aea=A°ca
3. A, A, ...ea>AUAU ...¢€a.

Una familia de conjuntos a que tenga estas tres propiedades se
llama una o-algebra.

Por cierto, toda o-élgebra es automaticamente un é4lgebra boolea-
na, ya que si A, B, €ea por 1 se tiene que:

A, B, d.¢, ... €a
y, entonces,
AUBU¢UPU ... =AUBea

Pero en este contexto mas amplio ya se puede pensar en calcu-
lar probabilidades de uniones de eventos como:

o
U A..

n=1

Para ello, se generaliza la aditividad de P pidiendo en su lugar
que:

si Ay, Ay, ... es unafamilia de eventos ajenos por parejas, es de-
cir,

AN A=¢ si i%],
entonces,
P(AJZUAU...)=P(A)+P(A)+ ...

Esta propiedad se llama o-aditividad de P.
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Propiedades de la
probabilidad

Concluyendo

Se dice entonces que una probabilidad es una funcién:
P:a—>[0,1], cond o-dlgebra y tal que:

1. PQ)=1.

2. P es o-aditiva.

Por cierto, si P es o-aditiva es necesariamente aditiva, ya que si
A N B = ¢, entonces la familia

AB ¢ ¢, ...

consta de eventos ajenos por parejas y su uniéon es AUB, de
acuerdo con lo que ya hemos visto.

Entonces, ‘
P(AUB) =P (A)+P(B)+P@)+P @)+ ...;

Sélo falta ‘probar que:

P($)=0.
Pero esto es muy facil, dado que:

p=¢U0U...,
debe tenerse que:
P@)=P@®)+PlP)+ ...,

lo que es imposible a no ser que:

P(¢)=0.

Se ve, pues, que este concepto de espacio probabilistico genera-
liza el que hemos venido manejando, pero que todos los concep-
tos que hemos visto contindan siendo validos.

No haremos ninguna referencia adicional a esto en lo que resta
del paquete de Probabilidad y Estadistica.
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Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendid. Realicelos, le ayudarén a reafirmar sus conocimien-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1.

Investigue en la bibliografia sugerida o en la que usted consi-
dere conveniente, la relacién que existe entre las diferentes
interpretaciones de [a probabilidad (frecuencial, laplaciana vy
subjetivista).

Redacte un ensayo breve (dos cuartillas), acerca de la rela-
cion entre la légica y la probabilidad, centrandose en la idea
de que el valor numérico de la probabilidad asociada a un
evento dado corresponde a su valor de verdad en el calculo
proposicional.

Considere la situacién descrita en el ejercicio 4 de la secuen-
cia anterior. A cada evento elemental del tipo de:

{as...asaa} o {sa...sass }

asignele pfobabilidad 1/2™!, donde n es el numero de vola-
dos que se lanzaron. ;Cual es la probabilidad de terminar el
experimento antes del sexto volado?

Para la misma situacién del ejercicio anterior, calcule la pro-
babilidad de terminar el experimento antes del 60. volado o
después del 4o0., pero no més alla del 100. volado. Sugerencia:
use la férmula para la probabilidad de una unién de eventos
que no son necesariamente ajenos.

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar
su aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.
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 EJERCICIOS

“ APLICACION |

N.B.

La manera de comprobar la
exactitud de sus respuestas
es comparandolas con el con-
tenido incluido en el texto y/o
comentandolas con su asesor.

N.B.




' SUGEREN
. CIAS
DE ESTUDIO

Para ampliar su informacién se sugiere que: E
@ Consulte los siguientes libros: H
FELLER, WILLIAM, An Introduction to Probability Theory

and its Applications, Vol. 1, New York, Edit. John Wiley t

& Sons, 1968, cap. |. £
FRECHET, MAURICE, Las matemticas y lo concreto, -
México, UNAM, 1958, 2a. parte, (Colec. Problemas Clen- :
tificos y Filosoficos, 10). #

® Vea el telemédulo: Construccién del modelo.
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Ahora que ha terminado el estudio de la unidad, evalte sus co-
nocimientos. Esto le ayudard a prepararse para la evaluacién fi-
nal del Mddulo. Siga las instrucciones.

Lea cuidadosamente la pregunta o la proposicién inicial. Después
de cada una de ellas hay afirmaciones que las complementan.
Seleccione la mejor respuesta y rellene con lapiz el espacio infe-
rior correspondiente a la letra que seleccioné como respuesta.

Ejemplo:

En el desarrollo de la ciencia, los factores so-
ciales imperantes: . a b ¢ d
§

a. Estan relacionados muy levemente.
b. Lo afectan directamente.
c. No tienen nada que ver.

d. A veces son importantes.

1. Seglin Huyghens (y nosotros también) si un
jugador tiene probabilidad p de ganar una
cantidad a y probabilidad ¢q de ganar
una cantidad b, entonces su ganancia es-
perada es: a b ¢ d

a. pa—q-.

b. (a+b)/(p+q).
c. pa- gb.

d. qp+a-+b.

2. En su Théorie Analytique des Probabilités pu-
blicada en 1812, sintetizé el desarrollo de
la probabilidad hasta la época de la Illus-
tracién el matemaético: a b ¢ d

a. De Moivre.

b. Lagrang.
¢c. Newton.
d. Laplace.
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- CION

CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO
ESTA AREA DE-RESPUESTAS
& Y LEVANTELA :
4 CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR 1
: LA RESPUESTA CORRECTA.

TR s Sk

Instrucciones

Usted debié habér marcado el
espacio debajo de la letra:

 AUTOEVALUA
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En 1934 Kolmogoroff culmind con los es-
fuerzos de varios autores al proponer:

El

El espacio probabilistico como modelo
matematico de los hechos ‘del azar.

Ef concepto de esperanza matematica.

La ley de los grandes numeros.

La teoria de los intervalos de confian-
za.

enfoque laplaciano con respecto a la

asignacion de probabilidades o equiproba-
bilidad consiste en:

La

Asignar a cada resultado la mitad de la
probabilidad. del resultado anterior.

No hacer ninguna hipétesis a priori acer-

ca de la probabilidad de un evento.

Asignar a cada resultado la misma pro-
babilidad.

Suponer que todos los resultados son
iguales.

equiprobabilidad requiere que:

So6lo haya un nimero finito de resulta-
dos favorables.

Sélo haya un ndmero finito de resul-
tados . )

No se dé ningun resultado.

. Todos los resultados sean iguales.

a. b ¢ d
nm - n
a b ¢ d
won.un i
a b ¢ d




6. Dos conjuntos tienen el mismo nidmero de
elementos si:

a. Son iguales.

b. Sus elementos son de la misma natu-
raleza.

¢. Los elementos del primer conjunto se
pueden poner en correspondencia biuni-
voca con los del segundo.

d. No hay manera de distinguir entre los
dos.

7. Se especifica un modelo probabilistico dis-
creto cuando se da el conjunto de resulta-
dos y se asigna a cada unc de ellos:

a. Un valor.
b. Una probabilidad.
Un color.

d. Un peso.

8. Al medir la temperatura del cuerpo huma-
no en principio_ésta puede tomar:

a. Todos los valores.
b. Una infinidad de valores.
c. Solo dos valores.

d. Cualquier valor que no-sea 100.

9. Los eventos elementales son aquellos que:.
a. Constan de un sélo resultado.
b. Son muy sencillos.
c. Se ven al principio del curso.

d. No son muy importantes.

a b ¢ d
ot o
a b ¢ d
o nn
a b ¢ d
n o i n
a b ¢ d
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10.

11.

12.

13.
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Un evento imposible es aquel que: a b ¢

a. Consta de aquellos resultados que son
indeseables.

h. Consta de resultados que no nos gus-
tan.

¢. Consta de resultados en principio con-
cebibles, pero que convenimos en que
no se dan, y se representa mediante el
conjunto vacio.

d. Es dificil que ocurra.

En el modelo que construimos en la secuen-

cia 3 para un experimento, los eventos fue-
ron representados mediante: a b ¢

a. Elementos.
b. Complementos y uniones.
c. Parejas de elementos.

d. Subconjuntos del espacio de resulta-
dos.

La frecuencia relativa de un evento es: a b ¢
a. El nimero de veces que se observa.
b. El ndmero de veces que lo anotamos.

¢. El cociente del nimero de veces que
ocurre dicho evento entre el nimero de
repeticiones del experimento.

d. Un ndmero irracional.

Al evento seguro se le asigna probabilidad: a b ¢
a. 1.
b. 0.5.

lgual a la de los demaés.

d. De manera inconsciente.




14. La probabilidad del complemento de A se
calcula mediante la expresién: a b ¢ d

1+ P (A).
1—P(A).
c. P(A)

o

T

d. P(A).

15. Si dos eventos A y B guardah la relacion
A C B, entonces: a b ¢ d

a. P(A)=P(B)—0.5.
b. P(A)4-P(B)=1.
c. P{A)=P(B9).

d. P(A) LP(B).

Sume las respuestas:
¢ Correctas:
% Incorrectas:

Verifique su capacidad de aprendizaje:

% Excelente: 14 a 15
& Muy bien: ‘ 12 a 13
© Bien: 4 10 a 11
2 Regular: 9
2 No acreditado: | 1a 8

Si su resultado es no acreditado, no se desanime. Compare las
respuestas que no acertd. Considere si realmente no sabia o fue
problema de interpretacion de la pregunta. Reflexione, analice,
trate de determinar la razéon de su deficiente aprendizaje o
consulte con su asesor.
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¢Cuantos puntos alcanz6?




UNIDAD 2

" ENRIQUECIMIENTO
DEL MODELO
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SECUENCIAS

Probabilidad
condicional.

Independencia de
eventos.

Variables aleatorias.

Valor esperado.

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio de esta unidad,
usted podra:

1.1 Aplicar el concepto de probabilidad
condicional en conjunto con las pro-
piedades basicas de la funcién de
probabilidad, en la solucién de diver-
sos problemas.

2.1 Aplicar el concepto de independen-
cia de eventos en la construcciéon
del espacio de probabilidad para n
ensayos de Bernoulli,

3.1 Comprender el concepto de distribu-

cién de una variable aleatoria.

3.2 Aplicar el concepto de una variable
aleatoria en las distribuciones bi-
nominal e hipergeométrica.

4.1 Comprender el c‘oncepto de valor es-
perado.

4.2 Aplicar el concepto de valor espe
rado en diversos problemas.

e e




Al efectuar predicciones sobre el estado del tiempo, los me-
teordlogos usan expresiones tales como: existe una proba-
babilidad del 80% de que llueva el 20 de julio de 1978, o bien,
existe una probabilidad de 0.8 de que Hueva mafana.

- Al decir esto, los meteorélogos generalmente estan situa-
dos en la vispera y el significado de esta frase; tal y como
quedd establecido en la primera unidad de este Médulo, es
que en situaciones similares a las observadas en el presente
dia (19 de julio de 1978) cominmente llueve al dia siguiente
con una frecuencia de 8 en cada 10 casos.

Ellos, para emitir esta declaracién comparan las observacio- :
nes del 19 de julio de 1978 con las observaciones de dias
. similares que tienen en su registro de observaciones. :

Es claro que la declaracién depende del periodo de compa-
racion y del criterio de similtud usado; con base en ello, :
los meteordlogos usan el criterio frecuencial para efectuar
- la prediccidn sobre el estado del tiempo para el dia siguien-
. te. No es dificil imaginar que si el periodo de observaciones
con que cuenta la estacion meteorolégica. fuese mayor o
menor, entonces, también seria diferente la declaracién emi-
tida, como: hay una probabilidad de 0.85 de que llueva ma-
nana. &

' En general, tiene sentido preguntar por la probabilidad ds ia
© ocurrencia de un evento A, solamente si se especifican de
. antemano las condiciones bajo las cuales el evento A puede
. o0 no ocurrir y que el valor de la probabilidad de su ocurren-
- cia esencialmente dependa de esas condiciones. En realidad,
* toda probabilidad es una probabilidad condicional;en la pri- &
. mera unidad de este Mdédulo, cuando hablamos de la proba-
* bilidad de un evento A, hicimos referencia tacita al evento
- seguro Q; es decir,dimos por establecido que el evento (se- i
- guro)  ya habia ocurrido; en otras palabras, hablamos de §
- la probabilidad condicional de la ocurrencia del evento A, i
" dado que el evento Q ocurrié.

En muchos casos es necesario calcular la probabilidad de un even-
to A, dado que otro evento B ya ha ocurrido. A este tipo de pro-
babilidad se le conoce con el nombre de probabilidad condicional
y la denotamos por el simbolo:
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Secuencia 1

Probabilidad

condicional

Ideas preliminares

Probabilidad condicional




P(AIB) i

Supongamos que en una oficina hay 12 hombres y 8 mujeres,.de
los cuales 7 hombres y 4 mujeres tienen automévil; una persona
saldra al azar. Supongamos también, que usted se encuentra a
la salida de esta oficina.

a. ;Cual es la probabilidad de que la persona que va a salir po-
sea un automoévil?

b. ¢Si usted la ve salir y ve que es mujer, cual es la probabilidad
de que posea. un automévil? ‘

Intuitivamente usted responderia que en (a), la probabilidad es
11/20 y en (b), dado que usted vio que era mujer y por el hecho
de que cada una de ellas puede salir con la misma probabilidad,
la probabilidad es 4/8. Si se denota por B al evento la persona
que saldra es mujer y por A al evento la persona que saldra po-
see un automovil, entonces en simbolos estas respuestas se pue-
den escribir como sigue:

P(A)=11/20y P (A|B) = 4/8.

En sentido estricto, atin las probabilidades no condicionadas son
también condicionales, ya que la teorfa supone siempre un con-
junto de condiciones.
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Con el objeto de motivar la definicién de probabilidad condicional,'

consideremos el caso de un experimento con n resultados equi-
probables; tomemos dos eventos A y B. El nimero de resultados
favorables simultaneamente a A y a B,lo denotamos por "(ANB),
en tanto que aquellos favorables a B son "B. Entonces, resulta
natural en esta interpretacion tomar a

"(A N B)
"B

como la probabilidad condicional de la ocurrencia del evento A.
Si ademés se observa que para el caso equiparable se cumple que:
"(ANB)="(ANB)/n=P(AN B)
B "B/n P (B)

Entonces, resulta. natural dar para el caso general la siguiente
definicidn: :

. La probabilidad de que un evento A ocurra dado que otro B
ha ocurrido es:

 P(ANB)

iP(B)>0
P ) sn’(J>

P(A|B)

osiP(B)=0

t

Despejando al término P (A N B) en el primer rengldén (o sea para
el caso en que P (B) > 0)

P(ANB)=P(B)P(A|B)

si P (B) = 0; entonces, por definicion P (A | B) = 0 y también
se satisface esta igualdad.

Es decir, la probabilidad de que ocurran simultdneamente o su-
cesivamente los eventos A y B, es igual a la probabilidad de que
ocurra el evento B multiplicado por Ja probabilidad condicional
de que ocurra el evento A, dado que B ya ocurrid.
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Definicién de probabilidad
-condicional

Observe




Ejemplos

En el ejemplo que nos estd motivando,

P(AN B)=—yP(B) =
20 20

se lanza un par de dados al aire. Suponiendo que todos los resul-
tados tienen la misma probabilidad de ocurrir:

]

¢ Cudl es la probabilidad de obtener ocho puntos, sabiendo que
se obtuvo un nimero par de puntos?

Si denominamos A al evento se obtienen ocho puntos.

©

€

Si denominamos B al evento se obtiene un niimero par.

Entonces, estas preguntas se pueden formular por medio de los
siguientes simbolos: -

a. P(A)="7.
b. P(A|B)="7.

La siguiente tabla contiene todos los resultados posibles del
experimento citado.

L) @21 (3,1); @1 (51 (6.1 |
(12 22)] 32) (42! (52); (62)
(13) (23) (33) (4, 3)- (5,3)g (63) =
It 4]E (24)’ (3, 4)w (44). 54). (64 ¢
(15 (25) (35) (4‘5]\ (55) (65)

2 —— s

e sj (26] (36) (4.6) (56) (6’6]

En total hay 36 resultados posibles y cada uno de ellos tiene una
probabilidad de ocurrir de 1/36, el evento A se presenta cuando
ocurre alguno de los resultados elementales de la siguiente lista:

- (2,6)
(3,5)
(4.4)
(5,3)
(6,2)
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Es decir:

P (A) :i
36

Si el evento B ocurri6, entonces, uno de los siguientes 18 resul-
tados, acontecié:

T AT T

T
@4 (6,4)

(1,5)

= (26) (6.6)

5
por lo que P[A!B)=E.

ya que todos los resultados de este subgrupo tiene la misma pro-
babilidad de ocurrir.

Contando de la primera tabla los resultados elementales que in-
dican la ocurrencia de los eventos By A N B rzspectivamente,
se obtiene que:

P (B) :1§
36

y

P(AN B)=£
36
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Regla de multiplicacion para
2 eventos

-sucesivamente al azar y sin reemplazo, dos bolas.

Asi se confirma la igualdad que aparece en la definicion men-
cionada lineas arriba.

Es decir:

P(AiB):i-— 5/36:

P(AN B)
18 18/36 '

P (B)

Una manera alternativa de calcular P (A N B) es utilizando la
férmula:

185 S

P(ANB}=P(B)P .
36 18 36

(A|B)=

Para dos eventos A y B cualesquiera, yaque AN B=BNA

siempre se tiene que :

i PANB)=PBPA|B =P(AJP(A|B) :

Es decir:

La probabilidad de que dos eventos ocurran simultaneamente
: o sucesivamente, es igual al producto de la probabilidad de
ocurrencia de uno de ellos, por la probabilidad condicional
de la ocurrencia del otro evento, dado que el primero ya
ocurrio.

Veamos el siguiente ejemplo.

De una urna que contiene 3 bolas blancas y 2 negras se extraen,

Sea:

® N, el evento la primera bola es negra.

® B, el evento la segunda bola es blanca.

Un método para calcular la probabilidad de ocurrencia del evento

N; N B, es el siguiente: i :
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La probabilidad de extraer una bola negra por primera vez es
igual a 2/5; para la segunda extraccion se tiene una bola negra
y tres bolas blancas.

Por lo tanto, la probabilidad de que la segunda bola sea blanca
es igual a 3/4,

usando la férmula:
P(N; N B) =P (N;)P(B;| Ny,

se encuentra gue:

2 3 3
PINAB)=—. —=—.
5 4 10

La regla de multiplicacién de dos eventos se extiende a tres o
mas eventos mediante la siguiente expresién:

L Dada una n — ada cualquiera de eventos A;, A, .., A, se
| tiene que
LPAINA ... N A)=PA)P(AIA)

PAsTAIN A)...PARTA N AN ... N Ay

La demostracién de la regla de la multiplicacién es una aplica-
cién del principio de induccién que se vio en el Médulo 10 de
Matematicas.

Por la observacion anterior tenemos que para el caso de dos
eventos A, y A

P(A N A)=P(A)P (Al A).
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Regla de la multiplicacion para
mas de dos eventos

Demostracion
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Supongamos (hipétesis de induccién) que la regla de multiplicacién
es valida para n eventos; ahora procedamos a demostrar su vali-
dez para:

|
|
\
|
n + 1 eventos. Digamos: [

AL A, ..., Ag Any
en donde:

AlnN AN ...N A 1
es un evento, de manera que se puede escribir a la interseccion. ‘
ANAN. ... NANAs=ANAN ... N A) N A
como la interseccién de los eventos ( At AzN... NA) Yy An. \
De la observacion se tiene que: A
PAN AN ... N AN AN =PAN AN ... N0 A)
PAcn [A: N AN ... N AJ)

y por la hipétesis de induccidn:

P(AIN AN ...N A)J=P(AJP (A [A)P(As | A; N A)

P A AN AN LN A
De manera que si se combinan las dos Ultimas igualdades se
obtiene que:

P(ALN AN ... N A ) =P(A)P(A2] A).
PA; A N A) ... P(Acu [As N A: 1 ... N AL).
y con lo cual queda terminada la demostracion.

Ejemplo De una urna que contiene dos bolas negras y tres blancas se
extraen sucesivamente al azar y sin reemplazo tres bolas.

¢Cual es la probabilidad de obtener la primera bola negra, la se-
gunda blanca y la tercera negra?

Sea:

“ N; el evento la primera bola es negra.

® B, el evento lasegunda bola es blanca.

N: el evento la tercera bola es negra. i




La siguiente figura ilustra las transiciones necesarias y suficien-
tes para que ocurra el evento y el calculo para la ocurrencia dei
mismo se efectla mediante la regla de multiplicacién.

P(Nl n B: n N3]=P[N1]P[Bz’N1]P[N3‘N1 n Bz]
3 1 1
43 10
Para otra aplicacién de la regla de la multiplicacién considere
la siguiente figura:

_ 2
P

o

Esta figura representa un evento B y una particién del evento
seguro ) por medio de los cinco eventos A;, A; As;, As y As. Al
decir que estos Ultimos conforman una particién del evento se-
guro €, se esta diciendo que éstos cumplen con las siguientes
propiedades:

1. Q=A1UA2UA3UA4UA5

2. Para cualesquiera dos subindices i, j del conjunto {1.2,3,4,5}
con iz ], se tiene que Ai N A;=¢; es decir, que Ai y As
son evenios mutuamente excluyentes.
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Ejemplo

Ejemplo

También se tiene:
B= (AN B)U (A;NB) U (A; N B)U (A, N B) U (As N B).

Por la propiedad aditiva de la funcién de probabilidad P, se pue-
de escribir:

P(B)=P(A; N B)+...+P(As N B}
y por la regla de multiplicacion:

P(B)=P(A)P(B|A)+ ...+ P(A) P (B|A).

E! alumnado de una universidad estd compuesto por un 60% de
hombres y un 40% de mujeres. Un 40% de los hombres fuman
y un 60% de las mujeres fuman.

;Cuél es la probabilidad de que un alumno que haya sido esco-
gido al azar fume?

Para formular y contestar a esta pregunta, dendtese:

Por H al evento el alumno llamado es hombre.

&)

®

"Por M al evento el alumno Hamado es mujer.

® Por F al evento el alumno llamado fuma.

El alumno llamado o es hombre o es mujer, por lo que los even-
tos H y M conforman una particién del evento seguro, entonces:

P(F)J=P(FNH)+P(FNM)
=PMHP(FIH)+P(MP(F|M
= (0.6) (0.4) + (0.4) (0.6) = 0.48.

Veamos otro ejemplo.

Se lanzara un dado que tiene probabilidad 1/6 de caer en cada
cara. Si el ndmero que resulta es pat, entonces se tomara una
bola al azar de la urna nim. 1 que contiene dos bolas blancas y
una negra. Si el niimero que resulte es impar, entonces se tomara
una bola al azar de la urna niim. 2 que contiene una bola blanca

"y una negra.

;Cual es la probabilidad de obtener una bola negra?
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Si se denota:

® Por A; al evento se selecciona la urha nim. 1.
® Por A; al evento se selecciona la urna nim. 2.

® Por N al evento se obtiene una bola negra.

Entonces, la pregunta queda formulada por:

P(N)="7

y la respuesta es:
PIN=P(AXP(N A)+P(A)P(N]|A)
5

1 1
4 — = =042
272 12

1
23

Con la definicién de probabilidad condicional y las propiedades -

de la funcién de probabilidad vistas hasta ahora, se pueden plan-
tear y resolver una multitud de problemas.

Piense en el pendliimo ejemplo y conteste las siguientes pre-
guntas:

¢Cuél es la probabilidad de que un alumno que fume, y haya sido
escogido al azar, sea hombre?

¢Cudl es la probabilidad de que un alumno que fume,y haya sido
escogido al azar, sea mujer?

En la primera pregunta se plantea la probabilidad de que ocurra
el evento H, dado que el evento F ya ocurrié; es decir:

P(H|F) =2

La respuesta a la primera pregunta es:

PHIF = P(HﬂF]: P(H)P(F|H)
P (F) PHP(F|H+PMPF| M)
_ (0.6) (0.4) :_1_: 0.5.
(0.6) (0.4) + (0.4) (0.6) 2
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Respuesta a la primera pregun-

ta planteada
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Respuesta a la segunda
pregunta planteada

Observe

La respuesta de la segunda pregunta es:

P (M |F) = PMNF P(M)P(F|M)
_ PF)  P(HP(F/H+PMPF|M
(0.4) (0.6) I

T (06)(04) + 04 (06) 2

En el experimento del lanzamiento del dado y la seleccion al azar
de una bola de la urna ndmero 1 o la urna ndmero 2 segln el
caso, solamente se le informard a usted el color de la bola y
debera decidir de qué urna fue sacada.

Reflexione
;Qué decidiria usted si el color de la bola fuera negra?
.Y si fuera blanca? ;por qué?

Ya que se le informara el color de la bola, para decidir adecuada-
mente hay que calcular primero las siguientes probabilidades:

P(A:|N),P(A:|N), P (A |B)yP(A;]B),

en donde B denota al evento se obtiene una bola blanca y los
eventos A;, Az, N ya fueron definidos en la resolucién del mismo
ejemplo al que nos estamos refiriendo.

11
2°3 2
PAIN=——=
12
11
22 3
P(A | N) = ————=—,
12

de manera que si el color de la bola es negro, se decide que la

" urna nimero 2 fue seleccionada, ya que es la que tiene mayor

probabilidad de haber sido elegida.
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Para el caso de bola blanca calcule primero:

PB)=P(A)P(B|A)+ P(A)P (B | A)

1 2 1 1 7
=—. 2 4 — ===
2 3 2 2 12
1 2
2 3 4
P(A — = —
(A; | B) Z -
12
1 1
2 2 3
P B jommet =
(A; | B) Z Z
12

Si el color de la bola es blanco, entonces se decide que la urna
nimero 1 fue seleccionada.
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' EJERCICIOS |
UDE » B
 APLICACION -

5

|

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
N.B.  que aprendié. Realicelos, le ayudaran a reafirmar sus corocimien-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1. Considere a un conjunto de familias con dos nifios y suponga
que en cada parto hay la misma probabilidad de que nazca un
nifio de! sexo masculino o del femenino.

CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO (Cuél es la probabilidad de que los dos sean nifios varones,

ESTA A\I{?E/:E\?ENF;_IE?—PUESTAS dado que: (i) el nifio mayor es varén, (ii) por lo menos uno de
A .
CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR los dos es varén?

LA RESPUESTA CORRECTA.
Sea:

® Acel évento “el nifio mayor es varén”.

® B el evento “el nifio menor es varén”.
1. W P(ANBJA)= Use la relacibn:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A N B).

T — T

P(A)

En dos partos hay cuatro resultados elementales posibles y
cada uno tiene la misma probabilidad de ocurrir, use las re- ‘
laciones: '

1. (ii). P(ANB|AUB)
P(A)=P(ANB)+P(AN B9

1
_P[AﬂB)_'Z = P(B)=P(AN B)+P(A°N B)
“P(AUB 3 3 -
4
2 AN B es el evento “el primer nifio es varén y el segundo
es varén”,
o A N B¢ es el evento “‘el primer nifio es varén y el segundo
es nifia’".
1 .
2. 5 2. Una persona lanza al aire dos monedas.

¢Cual esla probabilidad de que obtenga dos &guilas, dado que
por lo menos obtiene una &guila? Hay cuatro resultados ele-
mentales posibles, suponga que cada uno de"ellos tiene igual
probabilidad de ocurrir.
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3. Una urna contiene 3 bolas negras y 2 blancas. Se sacan al
azar y sin reemplazo 2 bolas sin anotar su color.

(i) Se saca al azar otra bola. ;Cudl es la probabilidad de que
sea blanca?

(i) Si la tercera bola extraida resulta ser. blanca, cual es la
probabilidad: que no se haya obtenido ninguna bola
blanca en las primeras dos extracciones o que se haya
obtenido una bola blanca.

Sean:

© A el evento “en las primeras dos extracciones resultaron i
bolas blancas".

B: el evento “en la jotaésima extraccion se obtiene una bola
blanca.

@

Ni el evento “en la jotaésima extraccién se obtiene una bola
negra’'.

5]

El evento A; N Bs: “en las dos primeras extracciones no se
obtienen bolas blancas y en la tercera se obtiene bola blan-
ca'’, también se puede expresar por medio\de:

Aoﬂ B3=NlﬂNzﬂ B3

De manera similar:

A1 N B3: (Bl n N%ﬂ Bs) U [Nl n Bz n B3)
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3. (P(B:)=P(A: N B3)
-+ P (A; N Bs) ya que
P(A; N Bs) =0 por ser

A; N B; un evento imposible

de ocurrir
‘P(33)=§
1
P(ANB) 5 1
PB) 2 2
5
__ P(A N B)
P(AIIB3)_——WBT-—
1
5 1
T2 T 2
5




N.B.

4, Lance un dado varias veces y compruebe que P (B|A)=1/3,
donde A es el evento

se obtiene un niimero par;
y B es el evento,

se obtiene un nimero menor o igual que dos.

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar
su aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.
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: Para ampliar su informacién se sugiere que:
* Consulte los siguientes libros:

FELLER, WILLIAM, An Introduction to Probability Theo-
ry and its Applications, Vol. 1, New York, Edit. John
Wiley & Sons, 1968, cap. V. ‘

HERNANDEZ LERMA, ONESIMO, Elementos de proba-
bilidad y estadistica, México, Edit. Fondo de Cultura
Econémica, 1979, cap. 2, sec. 2.3.

RUIZ MONCAYO, ALBERTO, Introduccién y métodos de
probabilidad, México, Edit. Trillas, 1973, cap. 2.
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Secuencia 2 |

Independencia
de eventos

Ideas preliminares

Independencia de
eventos

PB|A) =

. Si sacamos sucesivamente al azar las bolas de una urna que |
. contiene una bola negra y una blanca y si no reemplazamos
en la urna la primera bola, entonces podremos adivinar sin
‘“; temor a equivocarnos el color de la siguiente bola. Si, por

otra parte, reemplazamos en la urna la primera bola, estare-
mos de vuelta en las condiciones iniciales; es decir, no ha-
* bremos ganado informacion acerca del posible color de la
% siguiente bola que se sacara al azar de la urna. ‘

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio de probabilidad y
suponga que P (A) > 0, P (B) > 0. Generalmente, la probabilidad
condicional P (A | B) es diferente que P (A).

Si P (A |B) =P (A) entonces la ocurrencia del evento B no
tiene influencia o no da informacién acerca de la ocurrencia
del evento A; en este caso se dice que A es independiente de

B. :

Por ejemplo, supongamos que de la urna sacamos sucesivamen-
te al azar dos bolas y reemplazamos la primera en la urna antes
de sacar la segunda; entonces si:

@ B es el evento la primera bola es blanca.
@ A es el evento la segunda bola es negra.
Entonces tendremos que:

1

P(A|B)=P(A)=—.

Si A es independiente de B, entonces B es independiente
de A.

Esto se puede comprobar de la siguiente manera:

PBNA) P(@B)P(A|B) P(B)P(A)

P(A)  P(A) Ay
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donde la pendltima igualdad se sigue por el supuesto inicial de
que A es independiente de B.

En ambos casos se satisface la igualdad P(A N B)=P (A) P (B B
de manera que adoptaremos como la definicién de independen-
cia de eventos la siguiente:

Dos eventos A y B son independiente si:

P(A N B)=P(A)P(B).

Es decir, los eventos A y B son independientes si la probabi-
' lidad de que ocurran A y B simultanea o sucesivamente, es

¢ igual a la probabilidad de que ocurra A multiplicada por la
probabllldad de que ocurra B.

De esta definicién se sigue que cualquier evento A con P (A) = 0
o P(A} =1, es independiente de cualquier otro evento B, ya que
en el primer caso:

0S<PANBLPA)=
implica que:
0=P(ANB)=P(AJP(B)=0
y en el segundo caso:
0<P(ANB)<P(A)=1—P(A)=0,
por lo que:

P(B)=P(ANB)+4P(A°N B)=P(A N B);

Yy entonces se satisface la igualdad de la definicién:

P(AN B)=P(B)=P(A)P(B).
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Observaciones

Observe

Resulta interesante observar que si dos eventos A y B son inde-
pendientes, entonces las siguientes tres parejas de eventos tam-

bién son independientes:
1. AyB-
2, A°yB.
3. A°y B°
A continuacién se demuestra la independencia de la primera pa-

reja y se deja como ejercicio el que demuestre la independencia
de las otras dos parejas.

P(ANB)=P(A—ANB)=P(A)—P(AN B)

—P(A)—P(A)P(B)=P(A) (1 —P(B))
=P (A) P (B).

Como veremos en el Médulo 3, el concepto de independencia jue-
ga un papel muy importante en la teoria de probabilidad; por lo
pronto, conviene indicar aqui que al modelar un espacio de pro-
babilidad para un experimento o fenémeno aleatorio especifico,
se debera tener especial cuidado al asignar probabilidades a los
eventos para que, cuando se trate de parejas de eventos tales
que en la préctica la ocurrencia de uno no da informacion acerca
de la ocurrencia del otro, sean estos eventos dentro del contexto
del modelo probabilistico que se construye, matematicamente,
independientes.

As{ por ejemplo, cuando se construye un modelo probabilistico
para el experimento que consiste en lanzar dos monedas al aire,
se debera definir la funcién de probabilidad de manera que los
eventos: “la primera moneda cae aguila” y “la segunda sol” sean
independientes.

(Véase méas adelante en esta secuencia, la construccién del mo-
delo probabilistico: ensayos de Bernoulli).

De manera analoga, podemos decir, que el nacimiento de un ni-
fo varén de una madre no tiene influencia en el nacimiento de

. una nifia de otra madre, en un modelo probabilistico que repre-

sente al experimento de nacimientos de nifios; estos eventos de-
beran ser independientes.
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Hasta este momento se ha definido el concepto de independen-
cia probabilistica para parejas de eventos y para este caso. Si,
por ejemplo, A y B son independientes, la regla de multiplicacién
aplicada a estos eventos se simplifica de:

P(AN B]=P[AjP[B[A]

P(AN B)=P(A)P(B),

Y enseguida generalizamos la definicién de independencia de
una pareja de eventos a una terna de eventos.

: Tres eventos A, B y C son mutuamente independientes si: :
" 1. Son independientes por parejas.

© 2. Se cumple que P(AN BN C)=P(A)P(B)P (C). o ﬁ

i

T R S Y T P

Cuando los tres eventos A, B y C son mutuamente independien-
tes, la regla de multiplicacién aplicada a ellos se simplifica de:

PANBNC) =P(A)P(B|A)P(C|A N B)

a la forma descrita en la parte (2) del cuadro de la definicién.
Ademads, suponiendo que los eventos A, B,C,ANB ANCy
B N C tengan una probabilidad positiva de ocurrir, entonces se
cumple que:

P(A|BN C)=P(A)
P(B|AN C)=P(B)
P(C|ANB)=P(C)

En otras palabras, que la ocurrencia conjunta de cualquier pareja
de ellos, no altera la probabilidad de ocurrencia del tercero.

La tercera igualdad se establece de la siguiente manera:

Por la parte (1) de la definicién, A y B son independientes, por lo
tanto P (B|A) =P (B). Al comparar la parte (2) de la definicién
con la regla de multiplicacién aplicada a los tres eventos A, B
y C: :

P(A)P(B)P(C)=P(A)P(B|A)P(C|A N B),
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y bajo el supuesto de que: [
P(A)>0y P(B}) >0,
entonces: |

P(C)=PI(C|A NB). 1,

Las primeras dos igualdades se comprueban al aplicar el mismo
argumentoaBN CN AyaA N CN B, respectivamente.

Tres eventos pueden ser independientes por parejas vy, sin em-
bargo, no ser mutuamente independientes. El siguiente ejemplo

ilustra este hecho.

£

Ejemplo  Se pintan con colores rojo, verde, azul y la combinacién de ellos
a cada uno de los cuadrantes de una ruleta balanceada (o sea
que cada cuadrante tiene probabilidad igual a 1/4 de ocurrir), se
hace girar la ruleta y el resultado quedara sefalado por la flecha

indicadora.
|
|

Sean:
® A el evento el cuadrante indicado contiene el color rojo.
® B el evento el cuadrante indicado contiene el color verde. (

® C el evento el cuadrante indicado contiene el color azul.

Claramente:

P(A)=P(B)=P(C) =1,
ya que cada color aparece en dos cuadrantes. Por otro lado,

1

PANB)=P(ANC)=P(BN C)=—Z,

ya que una pareja de colores solamente puede ocurrir si sale el

cuadrante pintado con la combinacién de los tres colores. Ade-

mas, i
. .

PANBNC)=—.
_[ BNnC)=-

‘De esto se sigue que:
P(A]B]:P[AlC]zP[BIAlzP(BIC] i
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=P(ClA]:P(C|B]=—;—;

o sea, que los eventos A, B y C son independientes por parejas.
Sin embargo:

PANBNC)

PA N B) =1+P(C),

P(C|AN B)=

lo cual contradice una de las conseacuencias de la definicion arri-
ba citada. También se comprueba directamente que no se satis-
face la parte (2) de esta definicidn:

PAANBNC)= #%:P(A]P‘[BJP(C).

1
4

Si 0.51 es la probabilidad de que una familia en el D.F. tenga un  Ejemplo
nifio varén. ;Cual es la probabilidad de que en tres nacimientos
haya un varén? ;De que no haya ninguno?

Sean A, A; y A; los eventos:
Un nifo en el primer nacimiento.
Un nifio en el segundo nacimiento.

Un nifio en el tercer nacimiento.
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Construccion del
espacio de probabilidad
para n ensayos de
Bernoulli

Suponiendo una independencia de nacimiento a nacimiento, para
responder a la primera pregunta, notamos primero que el evento
“en tres nacimientos hay un varén” se puede expresar mediante
la siguiente unién ajena de eventos:

(AN AN AU (A; 1A N AU (AS N AT N As)
y su prebabilidad de ocurrencia es:

P(A; N A; N A§]+P(Afﬂ AN A§]+P(A1°n AN A;)

= (0.51) (0.49) (0.49) + (0.49) (0.51) (0.49) +
(0.49) (0.49) (0.51) = 0.367.

El evento en tres nacimientos no hay ningiin varén, se puede ex-
presar mediante el evento A; N AN A y su probabilidad de
ocurrencia es:

P(A; N ASN A%) = (0.49)° =0.12.

En muchos problemas de probabilidad aplicada, se involucra a re-
peticiones sucesivas y sin interferencias, de ensayos como: lan-
zamientos de dados, nacimientos, observaciones en minutos con-
secutivos de la emisién de particulas por una fuente radiactiva,
etc.

Los resultados de cada ensayo se clasifican en dos categorias
con las etiquetas de éxito y fracaso seglin convenga, por ejem-
plo: éxito si sale 4guila y fracaso si sale sol en el caso de lanza-
mientos de una moneda; éxito si se emiten menos de ocho par-
ticulas en un minuto dado y fracaso en el caso contrario para
los ensayos de la emisién de particulas radiactivas.

Si denotamos con la letra e a la palabra éxito y con la letra f a
la palabra fracaso, entonces podemos registrar los resultados
sucesivos de una serie de ensayos mediante palabras formadas
con las letras e y 1.
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Por ejemplo: feffe indica un resultado elemental de cinco ensa-
yos, a saber:

“ En el primer ensayo ocurrié un fracaso.

~ En el segundo hubo éxito.

% En el tercero fracaso.

[

En el cuarto fracasé.

“ En el quinto hubo éxito. E

;e

En general, para n ensayos el conjunto:
Q={XiX...Xn I Xi :eof}

describe el conjunto de todos los resultados elementales
posibles. x; x. ... x. Yy denota a una palabra genérica forma-
da con las letras e y f.

De acuerdo con lo dicho anteriormente en esta misma secuen-
cia, se desea definir la funcién de probabilidad de manera que
refleje el hecho experimental de homogeneidad de ensayo a en-
sayo; es decir, que la probabilidad p (0 < p < 1) de obtener un
éxito, sea la misma en cada ensayo y que también refleje el he-
cho experimental de que cada ensayo se realice sin interferencia
de los anteriores. Si se denota por q =1 — p a la probabilidad de
fracaso en cualquier ensayo, entonces, por ejemplo, al evento
elemental que consiste de la palabra e fe se le asignaria la pro-
babilidad P {e fe} = p’q ya que de acuerdo con la definicién de
eventos mutuamente independientes si se denota por:
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Ejemplo

s E; al evento éxito en el iésimo ensayo,
@ F; al evento fracaso en el iésimo ensayo,
entonces:

PENF.N E) =P (E)P(F) P (Es).

Por ultimo, para que se refleje el hecho experimental de honro-
geneidad se debera tener que:

p=P(E)=P(E)=... =P(E)
q=P(F)=P(F)=... =P (Fu)
Por lo tanto, se define:

P{‘Elﬂ F:NE}=pqp=7p°q..

En general, para una palabra x; x; . . . X, de longitud n forma-
da con las letras e y f, se define:

P (x: x2...Xn) = pa g3 donde

a =1 de e'sen la palabra x:xz...Xx

B =4t de f'sen la palabra xixz...xn

Con estos elementos podemos dar la definicién de espacio de
probabilidad para n ensayos de Bernoulli.

Este espacio de probabilidad es la terna (2,4, P) donde Q y
P se definieron lineas arriba y ¢ es la familia de todos los
subconjuntos de Q.

Una maquina produce articulos de los cuales normalmente un
5% de ellos son defectuosos.

Un operario encargado del control de calidad ve desfilar frente a
él los articulos y va retirando los defectuosos. Si empieza a con-
tar a partir de este momento, cudl es la probabilidad de que :

a. Los cinco primeros sean buenos
b. El primer articulo defectuoso aparezca en el sexto lugar.

¢. El segundo articulo defectuoso aparezca en el tercer lugar.
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Si llamamos éxito al hecho de que aparezca un articulo bueno
y fracaso al caso contrario, entonces con la notacién de los en-
sayos de Bernoulli podemos responder a estas preguntas comgo
sigue:

p=0954g=1—p=0.05.
Para la primera pregunta:

Para la segunda pregunta:

b. P [E1 N Ez n Es N E4 n Es n Fe) == [095)5 [005] = 0.39.

Para la tercera pregunta:
c. PEENFNF)4+PFNENF) ‘
= (0.95) (0.05)* + {0.05) (0.95) (0.05) = 0.005.
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EJERCICIOS

DE

APLICACION

N.B.

CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO
ESTA AREA DE RESPUESTAS
Y LEVANTELA
CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR
LA RESPUESTA CORRECTA.

Sea A: el evento ‘'se da en el
blanco i veces en tres dispa-

57

ros”.
1.a.

P(A5)=1—P(A)

=1— (0.8 =0.49.

A es el ‘evento “se da en el

blanco por lo menos una vez
en tres disparos”.

1.b.

A:U A; es el evento de la se-
gunda pregunta. El evento A,
ocurre cuando ocurre uno de
los tres eventos elementales
siguientes:

{eef}, {efe}, {fee}

de manera que:

P (A2) = 3 (0.2) (0.8) = 0.096
P (A;) = P {eee} = 0.008
P (AU A;) = 0.096

-+ 0.008 = 0.104

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendid. Realicelos, le ayudarédn a reafirmar sus conocimien-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1. Si en un juego de tiro al blanco la probabilidad de dar en el
blanco en cada uno de los disparos es 0.2 y los disparos se
efectiian de manera independiente, cuél es la probabllldad de
dar en el blanco:

1.a. Por lo menos una vez en tres disparos.

1.b.  Por lo menos dos veces en tres disparos.
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1.c. Que en tres disparos se dé en el blanco por lo menos
una vez dos veces dado que se dio en el blanco por lo
menos una vez.

2. Una fabrica produce bulbos eléctricos con un 5% de bulbos
defectuosos, cudl es la probabilidad de que en un lote de diez
bulbos:

2.a. Todos estén buenos.

2.b. De que haya por lo menos un bulbo defectuoso.

3. Suponiendo que en cada nacimiento hay una probabilidad 0.51
de dar a luz a un varén, cudl es la probabilidad de que en
una familia con tres nifios:

3.a. Todos sean varones.

3.b. El primogénito sea varén.
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1.c.

A;:-AlU AzU A3

P(A; U A3|A1U AU A:}

__P(AU Ay
T P(A/U A, U Aj)

ya que:

(A:U A;) c (AU AU A;)

= 0.104 = 0.212
0.49

2.a.

{0.95) = 0.599

2.b.

1 — 0.599 = 0.401

3.a.
(0.51)) = 0.133

3.b. 0.51

Sea A el evento “todos son
varones’’, B el evento “el pri-
mogénito es varén” y C el
evento “por lo menos uno de
los tres es varon”




3.c. 3.c. Todos sean varones dado que el primogénito es varén. ll
P(ANB
P(A|B)= PANE |
P (B) '
P (A) (0.51) |
= —— = = (0.51)? ‘
P (B) 0.51 ( )
=0.26 ya que !
|
ACB |
3.d. 3.d. Todos sean varones dado que por lo menos uno de los
tres ninos es varén.
P(A \
pajc)=r& f
P (C) g
_(051F _ 0.133 |
T 1—(049° 088
= 0.15 ya que
ACCy

P(C)=1—P(CY) ' |
4. Marque dos monedas de un peso con el nimero 1 y 2 respec-
tivamente, tomelas varias veces.
Sea:
A el evento “la moneda 1 cae mostrando aguila”.

B el evento “'la moneda 2 cae mostrando sol”. Compruebe que
se cumple la igualdad

P(ANB)=P(A)P(B)

N.B. . Después de haber realizado los ejercicios, usted podré afirmar su
aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido cap-
tar perfectamente, coméntelo con su asesor.
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SUGEREN

- TToAS

DE ESTUDIO

. Para ampliar su informacién se sugiere que:

% Consulte los siguientes libros:

FELLER, WILLIAM. An Introduction to Probability
Theory and its Applications, Vol.l, New York, Edit. John
Wiley & Sons, 1968, cap. V.

HERNANDEZ LERMA, ONESIMO, Elementos de proba-
bilidad y estadistica, México, Edit. Fondo de Cultura
Econdmica, 1979, cap. 2 sec. 2-4,

RUIZ MONCAYO, ALBERTO, Introduccién y métodos de
probabilidad, México, Edit. Trillas, 1973, cap. 2.
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Secuéncia 3

Variables
aleatorias

Ideas preliminares | Al hablar del ingreso de cada persona de una poblacién bajo
. estudio, estamos asignando a cada persona un nimero que
. representa su ingreso. Es decir, estamos hablando de una
. regla de correspondencia que asocia a cada elemento de la
. poblacién con un nimero.

A

En el contexto de un experimento aleatorio y del modelo proba-
bilfstico (€, &, P) que lo describe, es conveniente introducir reglas
de correspondencia que asocien niimeros a cada elemento « de la
poblacién Q, ya que de esta manera se enriquece el modelo
original del experimento aleatorio y podemos asi formular diver-
sas aseveraciones sobre el mismo. ’

o

Defin

cion

Una variable aleatoria X sobre el espacio de probabilidad
(Q, a, P) es una funcién definida sobre (2 y con valores rea-
les; es decir, X es una regla de correspondencia que asocia
a cada elemento @ de  uno y sélo un niimero, denotado

por X,(®).

Ejemplo En el contexto de cinco ensayos de Bernoulli, en donde la proba-
bilidad de éxito en cada ensayo es p(0 < p < 1}, sea X =ni-
mero de éxitos en los c¢inco ensayos.

Puede tratarse de un juego de tiro al blanco en donde la proba-
bilidad de dar en el blanco (éxito) es p; en este caso, X es el ni-
mero de veces que se da en el blanco en cinco disparos. También
se puede tratar de nacimientos en donde la probabilidad de ob-
tener un varén en cada nacimiento sea igual a p y X es el niimero
de varones que se obtienen en cinco nacimientos (se supone que
cada nacimiento da lugar a un solo nifio, ya sea varén q nifia).

N.B. Una vez que se define una variable aleatoria se pueden formular
eventos y calcular sus respectivas probabilidades de ocurrencia.

El simbolo [X = x] denotara al evento, la variable aleatoria X
toma el valor x, en notacion de conjuntos este evento corres-
ponde al conjunto { € : X (@) = x}. Tratdndose de la variable

- del ejemplo:

P[X=0]=(1—p),
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ya que el evento [X=0] es el evento no ocurre ningin éxito
en los cinco ensayos o |0 que es equivalente ocurren cinco fraca-
sos en los cinco ensayos.

PIX=1]=5p(1 —p)*

ya que el evento [X = 1] ocurre si y sélo si se presenta cualquiera
de los siguientes cinco resultados elementales:

effff
fefff
freff
fifef
fftfe

Para calcular la probabilidad de la ocurrencia del evento [X = 3]
conviene recurrir al coeficiente binomial (véase la secuencia 2
de la primera unidad de este Mddulo)

5) p.3 (1 —p)

P[X=3]:(3

El evento [X = 3] ocurre si y sélo si acontece cualquiera de los
siguientes diez resultados elementales:

eceeff efefe
eefef eeffe

efeef fefee

feeef ffeee

feefe effee

El evento elemental que consta de cualesquiera de dichos re-
5
sultados tiene probabilidad p® (1-p)? de ocurrir y hay en total (3)

eventos elementales posibles, tantos como hay maneras de se-
leccionar 3 lugares de 5, en los cuales pondremos letras e y en
los 5 — 3 =2 restantes pondremos letras f.
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Distribucion de probabilidades
de una variable aleatoria

Ejemplo de densidad
de la dis tribucion de una

variable aleatoria

A la lista de los valores de una variable aleatoria, junto con
las correspondientes probabilidades de que la variable alea-
toria tome esos valores, se llama distribucion de probabili-
dades o simplemente distribucion de la variable aleatoria.

Ahora bien, podemos escribir la distribucion de la variable X del

ejemplo de la siguiente manera:

i
0 (1 — py
1. 5p (1 — p)*
2 - (J)ea—m
?& 3 (3) P’ —p)
. 5\
.; 1—
; 4 ( 4) p* (1 —p)
f'? 5 p’

De manera compacta podemos escribir:
5 X 5-X
P[X=x]= . p*(1 —p)¥parax=20,1,2,34,5
=0 parax=+0,1,2 3, 4,5

La funcién real de variable real:

f[x]:(i) pX (1 — p)5* para x=0, 1, 2, 3, 4, 5

—=0parax+#0,1,2, 34,5,
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y se llama densidad de la distribucién de la variable aleatoria X.
Con esta densidad podemos calcular la probabilidad del siguien-
te evento: <

[1<X<4]

que denota al evento X toma un valor mayor o igual que 1y
me nor que 4" ‘

P[1<X<4]=Ft(1)+F(2)4+f(3)

3
=Y tw=3 (7))t —p

k=1.
Aqui termina la referencia al ejemplo.

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucién bino- Distribucién binomial de pa-

minal de parametros n, p si: rametros n,p
PIX=k] =(::)p“t:|““k para k=0, 1, 2,...,n

=0parak=%0,1,2,...,/n
donde 0 <p<tyg=1—p.

Esta distribucion aparece en el contexto de n ensayos de Bernoulli,
en donde la probabilidad de éxito es p y X = nlmero de éxitos
en los n ensayos.

Puede tratarse de n extracciones sucesivas al azar y con reem-
plazo de una urna (cada vez se regresa a la urna la bola que se
saca) que contiene bolas blancas y negras, en donde la proporcion
de las bolas negras es p y X es el nimero de bolas negras que
se sacan.

De una poblacién que contiene cinco personas, tres hombres y Ejemplo
dos mujeres, se sacaran sin reemplazo dos personas al azar.

X = ndmero de mujeres que se sacan.
. [X =x] denota al evento se sacan x mujeres.

P[X=0]'=G—)
(;)
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Ejemplo de densidad
de la distribucién
de una variable aleatoria

Definicion

El denominador es el niimero de casos posibles en que se pueden
sacar dos personas al azar sin reemplazo de una poblacion
de cinco personas.

En otras palabras, es el nimero de maneras en que se puede di-
vidir una poblacién de cinco personas en dos subpoblaciones:
una de ellas que contenga a dos personas y la otra a tres.

El numerador es el nimero de casos favorables al evento [X = 0];
o sea, es el nimero de maneras en que podemos sacar a cero
mujeres y a dos hombres de esta poblacion.

Podemos escribir la distribucion de esta variable aleatoria me-
diante la siguiente férmula:

(3) (:25)

=0 para x550,1,2.

P[X=x]= para x=20,1,2

La densidad de la variable aleatoria X del ejemplo es:

()G,
(3)

=0 para x=+0.1.2.

f(x) parax=0,1,2

Aqui termina la referencia al ejemplo.

La densidad f de una variable aleatoria discreta X (o sea que
X toma solamente un nimero finito 0 numerable de valores)
es la funcion real de variable real definida por: . B

F(xX)=P[X=x]

. Por medio de la densidad de f de una variable aleatoria X, pode-

mos calcular probabilidades de la ocurrencia de eventos genera-
dos por la variable.
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Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucién hiper-
geométrica de pardametros n, M y N (n, M y N son nidmeros ente-
ros no negativos tales que 1 < n<N, 1t <M <N) si:

=0,1,2... n
(N) para k :
n t

g =0parak=0,1,2,...,n

R AT ARG ORTERETN

Recuerde que hemos convenido:

(':(n) =0si M<k

(N—M

) =0siN—-M<n—k
n—k
Esta distribucidn aparece en el siguiente contexto:

" De una urna que contiene N bolas de las cuales M son blancas y
el resto (N — M) son negras, se sacaran al azar n bolas. Sea:

X = ndmero de bolas blancas en la muestra de n bolas.
Veamos el siguiente ejemplo:

El 60% de una poblaciéon de 100 personas es adicta a fumar ci-
garrillos. ;Cudl es la probabilidad de que en una muestra de ta-
maio 10 tomada al azar se encuentre igual niimero de personas
que fuman y que no fuman?

Aqui:
2 N = 100.
% M = 0.6 (100) = 60.

N —M=140.
®n=10.
Sea:

X = namero de personas que fuman en la muestra.
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Definicion de vector
aleatorio

Ejemplo

(60) (40)
5 5
(100)
10
(Cuél es la probabilidad de que en una muestra de tamafio 2 to-

mada al azar, se encuentre igual nimero de personas que fuman
y que no fuman?

P[X=5]=

= 0.‘208 .

En este caso:

* N =100.

- M= 60. !

< N—M =140. ;
n=2, |

Si X es el nimero de personas que fuman en la muestra:

(6(1)) (43) . (60) (40)'

(120). ~ (100) (99)/2

= 0.485.

Pix=1]l=

Al hablar del peso y la altura de cada persona de una poblacién
bajo estudio, estamos asignando a cada persona una pareja de ‘
ndmeros que son respectivamente su peso y su altura. }

1 Un vector aleatorio (X, Y) sobre el espacio de probabilidad

£ (Q,4, P), es una funcién definida sobre Q y con valores en :

2 R 2 (el espacio euclidiano de dimension dos); es decir, (X, Y)
es una regla de correspondencia que asocia a cada elemen-
to » de O una y sélo una pareja ordenada de niimeros, de-
notada por (X (w),Y () ).

De manera alternativa se puede decir que un vector aleato-
rio es una pareja ordenada de variables aleatorias.

De la urna @ @
@ 0

v $
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que contiene dos bolas blancas, una negra y una verde, se saca-
réd una bola al azar. Sea X = nimero de bolas blancas extraidas
y Y = nimero de bolas blancas o negras extraidas.

Q queda descrito por el conjunto O = {b,n,v} de los resultados
elementales posibles y (X, Y) asocia a cada resultado una pareja
de nimeros como se indica a continuacién:

X, Y)(b)=(t,1)
(X, Y) (n} = (0, 1)
(X, Y) (v)=1(0,0)

La siguiente tabla representa las probabilidades con que el vec-
tor aleatorio (X, Y) toma sus posibles valores:

Y
X ¢ !
0 1 1
2 2
: 0 2
R

Es decir, (X,Y) toma el valor (0, 0) cuando se saca la bola verde

1
v y esto ocurre con probabilidad T

(X, Y) toma el valor (0, 1) cuando se saca la bola negra n y esto
ocurre con probabilidad —l—-

El evento (X, Y) tomar el valor (1,0), es un evento imposible y por
lo tanto ocurre con probabilidad 0.

Finalmente, (X,Y) toma el valor (1, 1) cuando se saca una bola
blanca b y esto ocurre con probabilidad 2/4.
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Representacién de  En general, se puede representar la distribucién conjunta de un

la distribucién  vector aleatorio (X, Y) por medio de una tabla de la forma si-
conjunta de un vector  guiente:

aleatorio que toma un

nimero finito de valores :
con probabilidad . ;L.
positiva ; v ¥m
 dbe i pm o
-
L X2 i Ppa Pz P2 5 . Pm p:.
'r"- §
é o v‘ i
: i .
’ . i f i
i : : : ; :
Xi & Pu i Piz g Pi; . Pim P:.
|
i
Xa ’ Pat _ ‘ Pn2 Pnj Pom Pa.
i P P P Pp.m 1
4

En donde pi; es la probabilidad de que X tome el valor x; y Y to-
me el valor y;. En simbolos:

PIX=x;, Y=Yi]=puy,
en donde:
[X = x;] denota al evento X toma el valor x:;
[Y = y;] denota al evento Y toma el valor y;;

[X =x:,Y =y;] denota al evento, X toma el valor x: y Y toma el
valor y;.
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Se observa que:
X=x]=[X=x,Y=y]JU[X=x, Y=y]U...
...U[x:Xi,Y:Yn]-

Es decir,

el evento X toma el valor x;, es igual al evento X toma el valor x;
y Y toma el valor y; ; o bien,X toma el valor x; y Y toma el valor
y2; o bien “ ... " y que los eventos de lado derecho de la igual-
dad son mutuamente excluyentes, de lo anterior se sigue que:

PIX=x:]=pu—+pua+...+ pm

si se denota:

m
pPi. = Z Pis,

j=1
entonces se puede escribir:

P[X= X:] - Pi.

De esta manera se ve que de la distribucién conjunta de X y Y se
puede obtener la distribucién de probabilidades para los valores
de X y, de manera anéloga, se puede obtener la distribucién de
probabilidades para los valores de Y. A estas ultimas distribucio-
nes se les suele llamar distribuciones marginales de X y Y res-
pectivamente.

Si se denota:

- n
p. =z: Pij,

i=1
entonces:
PIY=y;]=ps

Finalmente se verifica que:

Pr+pe+ .o Pa=1

pa+p+... +pm=1
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ya que la primera igualdad nos dice que la probabilidad de que
“la variable aleatoria X tome un valor” es igual a uno y de mane-
ra similar para Y.

De igual manera se podria hablar de la distribucion conjunta de
tres 0 mas variables. En estos casos, tendriamos que usar tablas
de tres o mas dimensiones para representarla, segin el caso. Por
ejemplo:

P[X=x:,Y=y:,Z=2] = pix, etc.
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Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique lo
que aprendié. Realicelos, le ayudaran a reafirmar sus conocnmlen-
tos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1. ;Cuél es la probabilidad en 10 personas de que por lo menos
una cumpla afios el dia 10 de enero? Suponga que cada per-
sona tiene igual probabilidad de haber nacido en cualquier
dia del afio.

2. El 45% de una poblacién vio un programa de television. Se
realiza una encuesta (al azar y con reemplazo) de tamafio
10. Cual es la probabilidad de que:

2.a. Ninguna de las personas entrevistadas haya visto el pro-

grama.

2.b. Solamente una persona lo vio.
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DE
APLICACION.

N.B.

CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO
ESTA AREA DE RESPUESTAS
Y LEVANTELA
CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR
LA RESPUESTA CORRECTA.

1

1 P=a

X = nldmero de personas (de
las 10) que cumple afios en el
dia 19 de enero.

14

Llame*“éxito”al hecho de cum-
plir afios el dia 10 de enero.

PIX>I1]=I—P[X=0]

364\
O

2. éxito = haber visto el pro-
grama:

p=0.45,

X = ndmero de personas de la
muestra que vieron el progra-
ma.

2a. P[X=0]=
(0.55)° = 0.0025

2b. P[X=1]=
10 (0.45) (0.55)° = 0.0207




2¢c. P[X>2]=
{1 —P[X=0]—
PIX=1] =0.9768

2d, P[X=5]=
( 150) (0.45)°

(055 =0.234

3. X=ndamero de personas
de la muestra que vieron el
programa

N =100

M=45
n=10

(%)
———— = 0.00017
(")
3b. P[X=1]=
(7) (5)
(")
3¢c. P[X=22]=
1—P[X=0] —P[X=1]=

= 0.0165

0.9833
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2.c. Por lo menos dos personas lo vieron.

2.d. La mitad de las personas lo vieron.

El 45% de una poblacién de 100 habitantes vio un programa
de televisién. Se realiza una encuesta (al azar y sin reempla-
z0) de ‘tamarfio 10. Cuél es la probabilidad de que:

3.a. Ninguna de las personas.entrevistadas haya visto el pro-
grama.

3.b. Solamente una persona lo vio.

3.c. Por lo menos dos personas lo vieron.

3.d. La mitad de las personas lo vieron.



4. De la urna L@_@llque contiene dos bolas blaricas, una ne-

gra y una verde, se sacardn al azar sucesivamente y con reem-
plazo cuatro bolas. Sean Xy Y el nimero de bolas blancas vy el
nimero de bolas blancas o negras respectivamente.

4.a. Encuentre la distribucion conjunta de X y Y.
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4.a. El evento [X=0, Y=0]
ocurre si y sélo si ocurre el
resultado {vvvv}

C.P[X=0, Y=0]=(1/4)"

El evento [X =0, Y= 1] ocu-
rre si y sélo si ocurre cual-

quiera de los resultados:

vvvn

vvav
vhvvy
nvvv

.'.P[X:Q, Y=1]
=4(1/4) (174}
=4(1/4) = (1/4Y.

" El evento [X=2, Y=4] es

igual al evento “ocurren dos
bolas blancas y dos negras”’;

P[X=2 Y=4]
4
= (2 ) @rar /ay

va que el evento:

[X =2, Y=4] ocurre si y sé-
lo si ocurre cualquiera de los
resultados siguientes:

bbnn nbbn

bnbn nbnb
bnnb nnbb

Las demas probabilidades de
la distribucion conjunta se cal-
culan de manera similar.




4b. P[Y=4|X=2]
N P[IX=2Y=4]
T P[X=2]

(3)(3) ()

7
2 2
;) () (7)
4c. P[X=k]=
(D) () (D"
parak= 0,1,2,3,4.

() () (3)°

parak=0,1,2,3,4.

4b. ;Cuél es la probabilidad de que Y = 4, dado que se obtu-
vieron dos bolas blancas?

4.c. Encuentre la distribucion de X.

4.d. Encuentre la distribucién de Y.

4.e. De la distribucién conjunta de X y Y, encuentre la distri-
bucién de Y y compruebe que obtendra la misma distribu-
cién que en el ejercicio anterior (d).

5. Lance 10 veces una moneda:

® Anote el nimero (k} de &guilas obtenidas.

Enseguida, calcule la frecuencia k/10 de aguilas obtenidas.

&

[e]

Ahora, calcule la probabilidad de que una variable aleato-
ria X con distribucién binomial de parametros n=10 y

p=—1-k6— tome el valor k; es decir, calc~ule la probabilidad:

10

" ) Pt — p)E,

P[X:k]:(
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“ Por dltimo, usando diversos valores para p, verifique si pue-
de mejorar esta probabilidad; es decir, vea si puede encon-
trar un valor de p que le dé una mayor probabilidad de ha-
ber obtenido el nimero de 4guilas que ocurrieron en el ex-
perimento.

Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar
su aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.

iN.B.

Para ampliar su informacién se sugiere que:

SRR FRIE et e Tl a1 e SR R

@ Consulte los siguientes libros:

FELLER, WILLIAM, An Introduction to Probability Theory
and its Applications, Vol. 1, New York, Edit. John -
Wiley & Sons, 1968, cap. IX.

HERNANDEZ LERMA, ONESIMO Elementos de proba- :
bilidad y estadistica, México, Edit. Fondo de Cultura
Econdémica, 1979, cap. 3.

R RSB EIY R

RUIZ MONCAYO, ALBERTO, Introduccién y métodos de
probabilidad, México, Edit. Trillas, 1973, cap. 4.

e e P
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Secuencia 4

Vclor esperodo

Ideas preliminares

Valor esperado de
una variable aleatoria discreta

Definicion

Ejemplo

e g s i

}  Si decimos que un dado tiene probabilidad p: (i=1,2,3,4, :
i 5,6) de caer mostrando la cara i cuando se lanza al aire, es- -
tamos indicando, de acuerdo a la interpretacion frecuencial
de la probabilidad, que en un ndmero grande (n) de lanza-

. I L} .
mientos, la frecuencia —ni con que aparece la cara i es apro-

ximadamente igual a la probabilidad p:.

En los n lanzamientos habremos obtenido una puntuacion :
total igual a:

m+2m+3m+4n 4504 6n :

donde n; es el nimero de veces que aparece la cara i. La
puntuacién promedio serd igual a:

SRERER NS S s St Kt NRE ST

—-+2—+3—+4—+5—-+6—

y de acuerdo con la interpretacion frecuencial, este nimero
debera ser aproximadamente igual a:

pr+2p:+3ps+4ps+5ps+ 6P

Sea X una variable aleatoria que toma solamente un numero fi-
nito de valores x;, X2, ..., Xum con probabilidad positiva y sean
P. P2 ... . P las respectivas probabilidades.

El valor esperado de X denotado por E (X), es el nimero que :
resulta al promediar los valores de la variable aleatorla X i
por medio de su distribucion.

En simbolos:

m :
E(X)zzxipi
i=1 i

v

Si la variable aleatoria X tiene una distribucidn binomial de para-
metros n, p, entonces su valor esperado es igual a np. En simbo-
los:

E (X) = np.
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Podemos demostrar esta aseveracién aplicando la definicién de

valor esperado a X; es decir,

I s e et L e ey i 4 e s v g e e i o e p—

n
E[x)_—_zk( l'(')pkqn_k
k=20
= Zn: k(n] L
k!
k=1
s nin—1) « k-1 yn—i— (k-1)
= — PP g O
K=, (k— 1)}
n
(n—1) xa et ot
— -1 egn—l1— (k-1)
o 3 e

Cambiando el indice de la suma de la siguiente manera:

j=k—1,

se obtiene:

n—1 :
n—1); . .
=np Z: L——_—J’ P a7 =np (p + q)*' = np.

j=0 j!

Este resultado es muy natural, ya que si p es la probabilidad de

obtener un éxito en un ensayo de Bernoulli, entonces esperamos
obtener np éxitos en n ensayos. Mas adelante en esta misma
secuencia veremos una manera més sencilla de obtener este

mismo resultado.

e

B T

¢ esperanza de X.

- Al simbolo E se le 'lama el operador esperanza.

. E (X) suele llamarse el valor esperado de X y también la

AEES

Ry e R D S
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esperado de una variable
aleatoria con distribucién
binomial de parametros
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Propiedades basicas del
operador esperanza

Ejemplos

A continuacién veremos las propiedades basicas del operador es-
peranza; X, Y son dos variables aleatorias definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad (Q, @ P) y cada una de ellas sola-
mente toma un namero finito de valores con probabilidad positiva.

Sea ¢ una funcién real definida en R? (el plano euclideano} y
con valores reales:

R —>R

(x,¥) = o (xy).

Con ¢, X v Y podemos formar una nueva variable aleatoria deno-
tada ¢ (X, Y) y definida como sigue:

¢ (X, Y) (&) =¢ (X (@), Y (@) ).

Veamos los siguientes ejemplos:
a. Siex,y)=x+4Yy;
entonces,

e(X,YY=X+Y y se llama la suma de Xy Y, por
lo tanto, definida de la siguiente manera: '

(X +Y) (@) =X () + Y (w) para todo o € .

b. Si a, b y ¢ son nimeros reales y
¢(x,y}=ax+by+ec
entonces,
o(X,Y) =aX +bY ¢

[lamada ‘‘combinacién lineal de X y Y”; por lo tanto esta
definida por:

(aX + bY 4 ¢) (0) = aX (w) + bY (@) + c.

c. Si ¢ (x,y)=xy;
entonces,
o (X, Y)=XY
y se denomina producto de X y Y.
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d. Si ¢(Xx,y)=x/y paray=£0
¢(x,y)=0 paray=0
entonces,
e (X, Y)=X/Y

y se llama el cociente de X vy Y.

i

Dada la distribucion conjunta p;; de X y Y y la funcién
¢:R?—=R

: la esperanza o el valor esperado de ¢(X, Y)se define como °
i sigue: ‘

L E[e (X, V)]= 2pue (xiy)
; ‘ iy j

Es decir, se promedian los valores de ¢ (X, Y) por medio de la
distribucidn conjunta de X y Y.

it

i El simbolo Z denota a la:
4 L]

¢ Doble sumaz_: Z .
. ]

4
% O a la doble sumazz g
joi d
i
i Sin importar el orden en que se sumen -

5 ‘.“;

Ahora demostraremos las siguientes propiedades basicas del
operador esperanza.

1. Propiedad aditiva.

Se tiene que el valor esperado de la suma de las variables
X y Y es igual a la suma de sus respectivos valores espe-
rados. :

En simbolos se tiene que:
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para funciones de valores alea-
torios

Observe

Demostracion de las propieda-
des basicas del operador es-
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Demostracion

EXX+Y)=E(X)-+E(Y).
Demostracion:

EX ) = 2o (9 = 2 (Bt o)
y l!l ’

si sumamos primero con respecto a j,

:Z Zpu Xi-{—z Z pii Yi
i i i }

(YT

y, por lo visto en la secuencia 3 de esta unidad, se obtiene
que:

= piXi +2_pi ¥
i j

.donde p: y p.; son las probabilidades de que X tome el valor

xi y que Y tome el valor y; respectivamente.
Por lo que:
E(X+Y)=E(X)+E(Y),

que es lo que se queria demostrar.

. Propiedad lineal.

Esta propiedad generaliza a la propiedad aditiva y dice que
el valor esperado o la esperanza de una combinacion lineal
de las variables X y Y es igual a la misma combinacién li-
neal de sus respectivos valores esperados.

En simbolos:
E (aX + bY 4+ ¢) = aE (X} -+ bE (Y) + ¢.

Antes de demostrar esta propiedad conviene observar que el
valor esperado de una constante ¢, es la misma constante;
ya que vista ésta como variable aleatoria, solamente toma el
valor ¢ con probabilidad igua!l a la unidad.
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Demostracion:

E(aX+bY+c)= Zpii (ax: + by; + ¢)=
iy j

2 ps (ax) +§pﬁ (bys) +§ pis (c)
)

=a§i: (zi:Pii)xi-szi:( Zl: pij)lh'*‘cg%l’n‘

y, por lo visto en la secuencia 3 de esta unidad,
= aZp i.Xi + pr.i yi+¢
i j
=aEMX)+bE(Y)+ec.

Mediante la propiedad aditiva del operador esperanza, podemos
dar ahora una segunda deduccion del valor esperado de una va-
riable aleatoria X con distribucién binomial de parametros n y p.
Para ello, recordemos que la variable X aparece en el contexto de
n ensayos de Bernoulli; en donde la probabilidad de obtener éxito
en cada ensayo es p y donde X = numero total de éxitos en los n
ensayos.

Si definimos a las variables aleatorias

Xi, Xz, ..., Xa por medio de:

X; = 1 si se obtiene éxito en el
j-ésimo ensayo.

Xi = 0 si se obtiene fracaso en el
j-ésimo ensayo.

Entonces, para cada j la distribucién de Xi es:

x & P[Xi=x]
0 : 1—p
1 P
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y su valor esperado es:
EX)=0(1—p)+1(p)=p.

Por otra parte se tiene que:

n
x:x1+x2+...+xn=_21xi
i=

y, por la propiedad aditiva de E, se obtiene:

E (X)=2_E (X) =hp
i

Ejemplo de un juego de azar Pedro y Juan lanzaran n veces una moneda que tiene probabilidad
p de caer aguila.

Por cada &guila, Pedro ganard 5 pesos y por cada sol perderd
4 pesos.

;Cuél es la ganancia esperada de Pedro?
Solucién  Solucién:

En cada lanzamiento Pedro ganara 5 pesos con probabilidad p y
perdera 4 pesos con probabilidad q = 1—p.

"Sea X5 = ganancia de Pedro en el j-ésimo lanzamiento. La dis-
tribucién de X; es: '
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y su valor esperado es:

E(X;) =—4q 4+ 5p=9p — 4.

Si denotamos por X a la suma de las X;:
n
X=X
=X

entonces X es la ganancia de Pedro y su valor esperado es:

E (X) = n (9p-4).

Para que este sea un juego justo, ;cual deberd ser la probabili-
dad p?. Si entendemos por un juego justo aquel para el cual los

dos jugadores tienen la misma oportunidad de ganar; entonces,:

se debera satisfacer que E (X) = 0 y por lo tanto que p = 4/9.

Pedro realizara una caminata aleatoria por etapas y en cada etapa
con probabilidad 3/4 caminara una cuadra en direccién oriente
y con probabilidad 1/4 caminarad una cuadra en direccién ponien-
te. Se podria pensar que en cada etapa, Pedro lanza al aire ‘una
moneda que tiene probabilidad 3/4 de caer aguila; si cae aguila,
entonces €l camina una cuadra hacia el oriente y si cae sol en-
tonces camina una cuadra hacia el poniente.

;Cuadl es la posicién esperada de Pedro al cabo de 6 etapas?
149
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® ® 9 0 -2 . -1 0

2 * e o e

Sea
X; =1 si camina una cuadra hacia el orien-
' te en la j-ésima etapa.
X;=—1 si camina una cuadra hacia el
poniente en la j-ésima etapa.
Entonces

X=X+ Xo+ Xs + X¢ + Xs + Xo

es la posicion de Pedro al cabo de la sexta etapa y la respues-
ta es:

EMX)=E(Xi)+ ...+ (Xs) = 6E (X))

3 1 6
Y S VLI
4 4 2

¢Cual es la distribucion de la variable aleatoria X?
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X puede tomar los valores—6,—4,—2, 0, 2, 4, 6 con probabilidad
positiva

e ()2

ya que para llegar a la posicién (2), tiene que caminar 4 cuadras
. . 6 .
al oriente y 2 al pomente.( 2) es el nimero de maneras en

que se pueden escoger 2 etapas de las 6,en las cuales él cami-
naré hacia el poniente. '

En general, para calcular la distribucién de X es conveniente in-
troducir a la variable Y = ndmero de etapas en que se camina
hacia el oriente.

6 — Y = nimero de etapas en que sé camina hacia el poniente.

De manera que:

X=Y—(6—Y)=2Y —¢6;

es decir, la posicién X es igual al nimero de cuadras en que se
camind al oriente menos el nimero de cuadras en que se cami-
né hacia el poniente.

Si llamamos éxito cada vez que se camina hacia el oriente, en-

tonces resulta claro que la distribucion Y es una distribucién
binomial de parametros.

3
n==6 = —
y p 2

.-.E(X):2E[Y)—6=2(6) (7::—)—6:3.
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La esperanza matematica en
la obtencidn de la ecuacién de
los gases perfectos

Es necesario que recuerde los
siguientes conceptos

Lo cual concuerda con el primer célculo de este valor esperado
y sirve como ejemplo de un camino alternativo para lograr un
mismo objetivo.

En el resto de esta secuencia veremos cémo el concepto de es-
peranza matematica nos permite obtener la ecuacion de estado
de los gases perfectos, a partir de hipétesis sobre la constitucion
de la materia. Se aconseja al lector relea las primeras paginas de
la secuencia 2 de la prlmera unidad de este Mddulo, donde se
plantea el problema.

En la secuencia 2 de la unidad 1 de este Mddulo se planteé el
problema de obtener ecuacion de estado para gases de acuerdo
con suposiciones acerca de la estructura de la materia (mecénica:
estadistica). El anélisis de estas cuestiones prosiguié en las se-
cuencias 3 y 4 de dicha unidad sin que se llegara a cconcretar
ningtin resultado al respecto.

Ahora ha llegado el momento de integrar dichos desarrollos y uti-
lizar el concepto de esperanza matemética para obtener la ecua-
cion de los gases perfectos. Es necesario sefialar que esta

- ecuacién de estado no es la mejor, pero deducir ecuaciones mas

realistas requiere introducir hipétesis mas complicadas (pero
més adecuadas a la realidad) que mucho complicarian la discu-
sion al requerir herramientas de mayor nivel. :

Los conceptos que daremos a continuacién constituyen una apli-
cacion simple de las ideas de espacio probabilistico y esperanza
matemética y forman la base de la teoria cinética de los gases,
que mucho deben al fisico inglés James Clerk Maxwell.

Igual que en otras partes de la mecanica estadistica, aqui se pro-
median adecuadamente las magnitudes fisicas de interés (la ener-
gia, para ser especn‘lcos] para obtener asi sus valores macros-
copicos.

Recuerde que una mol de cualquier sustancia tiene tanta masa
como su peso molecular. Asi pues, un gramo-mol de 0. contiene
32 gr., una libra-mol de H,0 contiene 18 libras, etc.

Otro hecho interesante al respecto es que en un gramo-mol de
cualquier sustancia, hay siempre el mismo nimero de molécu-

las, a saber:

N = 6.023 X103
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Este es el llamado nimero de Avogadro.

En efecto, consideremos un sistema formado por un gramo-mol
de gas confinado a una region del espacio de volumen V y que
por simplicidad supondremos es un cubo Q de lado I Asi pues:

V=2~

Entonces dicho gas consta de N moléculas, las cuales se mue-
ven libremente dentro del cubo chocando entre si y también con
las paredes de Q. El resultado de estos choques contra las pa-
redes es precisamente lo que se manifiesta macroscopicamente
como presién. Por otro lado, el grado de movimiento de las par-
ticulas del sistema dara la energia total del mismo, lo que sera
mayor cuanto més alta sea la velocidad de las moléculas.

Para simplificar las cosas, supondremos que todas las moléculas
tienen la misma masa m y que ésta es lo suficientemente pe-
quefia como para que sean despreciables los cambios en energia
potencial que sufren las particulas al moverse dentro de Q. Mas
aun, supondremos que las particulas se mueven libremente, sin
que medie ninguna fuerza de atraccién o repulsion entre ellas y
que todos los choques, tanto:

James Clerk Maxwell (1831-1879),
fisico escocés, autor de la teoria elec-
tromagnética de la luz.
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Particula — particula
Antes

X

@\ .
_ @/

/@
o

Como . Después

como.:

Particula — pared R —~
Antes @

_ Despusés @ e ’ e

son eléasticos.

—— - e

Esto lo tomamos prestado de

la fisica En los libros de fisica se hace ver como un gas de este tipo
(gas ideal o gas perfecto) necesariamente tienen una energia
total directamente proporcional a la temperatura absoluta.

UaT

y, de manera mas precisa,
3
U= 5 RT,

- condicién que de hecho define a los gases petfectos.
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Igual que en la unidad 1 de este Mddulo, sean E,, ..., E. los di-
ferentes valores que puede tomar la energia de cada una de las
N moléculas, y sea:

QZ{El.... ,En}N

el espacio de posibles configuraciones. Para cada solucién de la
ecuacion:

r1+...+|’n—-——N,

con
r, ..., enteros no negativos,
sea:
Ar
. .3 T
1 ''n

la correspondiente configuracién distinguible.

Para cada configuracion w € Q, digamos:

Sea:
E(w) =E +...+E
1 n

la energia total del gas en Q.

Queda asi definida una funcién E : @ - R. Suponiendo que se han
colocado los valores de la energia por orden de magnitud, y:

EE<L...<En

los valores de E estan comprendidos entre:

NE,

NE-

Supongamos que @', ®” € Q estan en la misma configuracién dis-
tinguible,

wl‘ W€ Ar

IR
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Aqui se define la
energia interna
del gas

Entonces:
E(@)=rnE+ ... +nE=E@")

Por lo que:

e L L L L T T e L L R 2 T T e D o T s S e s

Todas las configuraciones en una misma configuracién dis-
tinguible corresponden al mismo valor de la energia total del
gas. '

O, dicho de otra manera:

E es constante en cada configuracién distinguible.

E serd entonces una variable aleatoria, para cualquiera de los
tres modelos probabilisticos (MB, BE o FD) que hemos construi-
do en la primera unidad, al que denotaremos como:

<Q,aP>,

en donde el promedio o valor esperado serad su esperanza mate-
matica con respecto a P; lo denotaremos por la letra U vy lo lla-
maremos la energia interna del sistema de particulas, es decir,
del gramo-mol de gas. Asi pues,

U= (hEi+ ... +mE)PA ),

LT
donde la suma se extiende a todas las:

n+N-—1
n—1

configuraciones distinguibles que pueden darse.

156




(o

|

Por otro lado, si una molécula dada tiene velocidad: Aqui se calcula la
' energia interna
v=v ity vk del gas

La velocidad es
un vector, (no?

entonces su energia cinética es:
1 1
— 2 2
—2—mv2——2-m(vx~|—vy+v§)

y, de hecho, es toda la energia de dicha molécula, en virtud de
las hipétesis que estamos manejando. Dado que la energia sélo
puede tomar los valores:

E,... E
para cada molécula, debe tenerse que:
2E
2 — 2 —_—
v = Vi + Vy + V; = ——"T—
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La energia interna es el
promedio de los valores de la
energia total sobre

todas las configuraciones
distinguibles

para alguin valor de i, y éstos son todos los valores que v? puede
tomar.

(Entendié por qué?
Para una configuracion distinguible dada A, | la energia total

1 o,

del sistema de particulas es:

I']E1+ ee. + 1 Eg;
por lo que, en promedio, cada molécula tiene una energia igual
a:

i‘1E1+...+I‘nEn
N

2 2
nvi+...4+mva
N .

__m
2

Si definimos el valor cuadritico promedio de la velocidad de las
moléculas cuando el gas esta en la configuracién distinguible
A como:

r o ..r¢
1 n

2 2
_hvi+ ...+r1vn_
LA ' N 4

v

entonces, la energia promedio por molécula en dicha configura-
cion es: ‘

En cuanto a la energia interna del gas, es:

U:Z[r;El+...+rnEn)P(Ar r)
1

n

cor)

43

. , , .
mNZr1v1+...—|—rnvn P(A
2 N Ty

=T w P& )

n 1 n
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Finalmente, definamos la velocidad cuadratica media para el gas

como:
2 —_— 2 .
<vi> _Evrl...rnp(Arl...rn]'
entonces:
mN
U=s—< V>,
2
Finalmente, si definimos la temperatura del gas mediante: En la mecanica estadistica
se definen los observables
T= 2 U macroscépicos como
3R promedios de las

. magnitudes dinamicas

(esto es lo que quiere decir que el gas sea ideal) entonces, . e
microscépicas

Esta dltima relacién dice que el gas estara tanto maés caliente
cuanto mas acelerado sea el movimiento de sus moléculas.

Por otro lado, podemos también calcular la presién que sobre las
paredes de Q ejercen los choques de las moléculas. Dado que la
presion se reparte uniformemente en la superficie de Q, podemos
limitarnos a estudiar una de las. caras, en las demés ocurrira lo
mismo. En efecto, sean Q; y Q, dos caras paralelas y sea x la di-
reccién perpendicular a ambas.
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Aqui las moléculas
se ven como bolas
velocisimas

de bhillar

Suposicion

Las moléculas rebotan de Q; a Q; y luego de regreso sin perder
energia; es decir, sin alterar el valor absoluto de la velocidad,
aunque si el sentido. Esquematicamente podemos representar lo

anterior mediante:

T
~
L

Choque . . o
: - o
Choque
Choque - : - ‘
Q Vx Q,

El tiempo transcurrido entre los dos choques consecutivos en
Q; es:

At=21/vx.
Supongamos que el movimiento de las moléculas es tan répido

que puede despreciarse el tiempo que pasan viajando ¥y que, de
hecho, At es el tiempo que dura una colision.,

El cambio de momento lineal que tiene lugar durante el choque
en Q; es:

mvx — (— mvx) = 2 mvx,
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momento que es transferido a Q, mismo, desarrolldndose asi la
fuerza:

2 mvy - mecv
At T ]

de acuerdo con la segunda ley de Newton.

Segun la configuracién A, . hay r moléculas de velocidad
LT
vl r, moléculas de velocidad V., etc.; de manera que la fuerza

total que ejercen las moléculas sobre Q; es:
m n
TR+ b (3

_ N b (R L 4k (V)
T N

= m_N [vi)rl N

!

T
n

Asi pues, la presion que se ejerce cuando el gas esta en la con-
figuracién distinguible A’1""”n es:

. T
n

mN
—— ),
1

mN 2
Y] (V"]rl ..

. r
n.

Finalmente, la presion que se ejerce sobre Q; (o sobre cualquier
otra cara) se obtiene promediando este valor sobre todas las con-
figuraciones distinguibles; es decir,

P:EVEZ[V'Z‘L A P[Ax r]
| u 1 n

=— <>,
v
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Fuerza = cambio de
momento lineal por
unidad de tiempo

Q, tiene area
Py PBesel
volumen de Q

La presién como promedio
estadistico de los
pequeiios efectos de

cada choque contra las
paredes



donde <vf(> (la velocidad cuadratica media en la direccion X) es
la esperanza matemética de la variable aleatoria:

(V)Z{)T T
177" n

con respecto a P.

Por cierto, nada tiene de particular la direccién X elegida, por lo
que, suponiendo isotrépico el movimiento del gas, debe tenerse
que:

<vf(> = <vj> = <>

y dado que:
Vet Y

resulta que:

<> = <Vf:> -+ <v§> -+ <v2z> =3 <vi>;
es decir:

<V)2(> = —3— <V2>

y, por lo tanto:

Asi pues, la presién es mayor cuanto mas acelerado sea el movi-
miento de las moléculas.

Podemos observar de las dltimas dos ecuaciones encerradas en
un cuadro que:

<> 3RT 3PV
Vv = e T ee—
mN mN
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en donde se tiene finalmente que:

PV=RT

es la ecuacién de estado de un gas perfecto para una mol de gas.

Repase la deduccién anterior para ver si ha entendido la fisica y
la 16gica que estan implicitas. Haga una lista de las suposiciones
que hemos tenido que hacer a lo largo de la deduccién, para que
esté consciente de las limitaciones de esta teoria cinética de los
gases. Por supuesto, toda teoria fisica requiere de hipétesis en
qué basarse, y esas son sus limitaciones.

¢No le resulté interesante la idea de pasar de fas propiedades mi-
croscépicas a las macroscépicas gracias a la probabilidad vy, en
particular, al concepto de esperanza matemética?
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presenta la teoria
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EJERCICIOS
DE
APLICACION

£ [ s
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N.B.

La manera de comprobar la
exactitud de sus respuestas
es comparandolas con el con-
tenido incluido en el texto y/o
comentandolas con su asesor.

CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO
ESTA AREA DE RESPUESTAS
Y LEVANTELA '
CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR
LA RESPUESTA CORRECTA.

4,
Si k = — 6, - 41 - 21012'4,67

entonces:
P[X =k] =P[2Y — 6 = k]
k46
=P[Y = —
[ 5 ]
6 k+o
k+6 3\ k6 g\
—\ 2 (7)2(‘_4')

Estos ejercicios han sido preparados para que usted aplique io
que aprendié. Realicelos, le ayudardn a reafirmar sus conoci-
mientos. Si tiene alguna duda, consulte a su asesor.

1. Investigue en la bibliografia sugerida o en la que usted con-
sidere conveniente el significado del término:

Isotropfa:

2. Mencione 2 problemas especificos en los que se utilizaria el
concepto de esperanza o valor esperado.

3. Defina en sus propios términos qué es el valor espérado.

4. Conteste a la dltima pregunta del ejemplo de la pagina 150.

5. Pedro realizara una caminata aleatoria en el plano de la si-
guiente manera. En cada etapa lanzara al aire una moneda pin-
tada de negro y una moneda pintada de rojo, ambas tienen pro-
babilidad 3/4 de caer dguila. Si la moneda negra cae mostran-
do &guila,entonces &l caminard una cuadra hacia el norte y si
cae sol caminard una cuadra al sur. Si la moneda roja cae
mostrando aguila, entonces él caminard una cuadra al oriente
y en caso contrario caminard una cuadra al poniente.
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a.

b.

3
; -
2 | 4 fo 1 2 3 OR‘”EFE
- 2 B

(Cual es la probabilidad de que Pedro se encuentre en la
posicién (0,2) al cabo de seis etapas?

;Cudl es la posicién esperada de Pedro al cabo de 6 etapas?

165

5.

a. Suponiendo que hay inde-
pendencia entre el lanzamien-
to de la moneda negra y el de
la roja, v si X y Y denotan
respectivamente la posicion
horizontal y la vertical, enton-
ces:

PIX=0,Y=2]=
P[X = 01 PLY = 2]

CEHHOEE
OO

b. De la misma manera que
en el ejemplo de la pégina
150, definimos a las variables
aleatorias:

X;y Y3




entonces:

6
x=_; X; y
Y= Z Y;

j=1

La respuesta es el punto de
coordenadas (E(X),E(Y}); es
decir, el punto (3,3}

6. Lance una moneda 20 veces y basandose en los resultados que
obtenga, estime la probabilidad p de que esta moneda caiga
mostrando 4guila cuando se lanza al aire..

N.B. Después de haber realizado los ejercicios, usted podra afirmar
su aprendizaje. Lo que no haya sido muy claro o no haya podido
captar perfectamente, coméntelo con su asesor.

, “ Para ampliar su informacion se sugiere que:

SUGEREN : : ~ Consulte los siguientes libros:
ClAS ;1 FELLER, WILLIAM, An Introduction to Probability Theo-

DE ESTUDIO ry and its Applications,Vol.|,New York, Edit. John Wi-
P ley & sons, 1968, cap. IX. .
HERNANDEZ LERMA, ONESIMO, Elementos de proba-

bilidad y estadistica, México, Edit. Fondo de Cultura ;
Econémica, 1979, cap. 3. :

RUIZ MONCAYO, ALBERTO, Introduccién y métodos de
probabilidad, México, Edit. Trillas,1973,caps. 4, 5 y 6.
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AUTOEVALUA

, CUBRA CON LA SOLAPA DEL FORRO -
ESTA AREA DE RESPUESTAS :

Y LEVANTELA
CADA VEZ QUE QUIERA COMPROBAR
LA RESPUESTA CORRECTA. :

Ahora que ha terminado el estudio de la unidad, evalie sus co-
nocimientos. Esto le ayudard a prepararse para la evaluacién fi-

nal del Méddulo. Siga las instrucciones.

Lea cuidadosamente la pregunta o proposicién inicial. Después Instrucciones
de cada una de ellas hay afirmaciones que las complementan. Se-
leccione la mejor respuesta y rellene con ldpiz el espacio infe-
rior correspondiente a la letra que seleccioné como respuesta.

Ejemplo:

La probabilidad de que ocurran simultdnea o
sucesivamente los eventos A y B es igual a la
probabilidad de que ocurra el evento A multipli-

cada por:

1. La probabilidad de que ocurran simultanea-
mente o sucesivamente los eventos Aj, Az,
A; es igual a P(A; N A;} multiplicada por:

a.
b.
c.

d.

a.

b.

c.

d.

2. Dados los eventos A 'y B con ACB vy
P(A) > 0, entonces P(B|A) es igual a:

a
b.

o

a

P(B).
P(BC).
P(B|A).
P(Q).

R R Y L R

P(A3).

P(As| A N A;).
P(A; | A,).

P(A; | A; — A)).

1.
0.5.
0.
0.3.

Usted debié haber marcado el
espacio debajo de la letra:

a ¢c d c
nm 8
a b ¢ d b
nun uu
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Si los eventos AyB son ajenos; es decir,
si ANB=¢ y si P(A) >0, entonces
P(B | A) es igual a: a b

a.. 0.

b. 1.
c. P(B)
d. 0.5.

. Dados los eventos A,B con P(A} > 0, enton-

ces P(B — A | A) es igual a: a b
a. P(B|A).

b. P(BS|A).

c. 1. |

d. 0.

1 1
Si P(A) > 5 y P(B) > 5 entonces P(B | A)
es: _ ‘ a b
a. 0.

b. Mayor que cero.

M P(B)
C. ayor que ——.
Yor au® o

d. 1.

Si los eventos A,B son independientes y si,
ademas, A NN B = ¢, entonces: a b

a. P(A)=P(B)=1.
b. P(A)=0 o P(B) =0.
c. P(AUB) < P(A) + P(B)
d. P(A — B) < P(A).




7. Ay Bcon ACB y P(B) <1, son indepen-

dientes si:

a. P(A)=P(B) = %

1
b.  0 <PA) < ry < P(B) <1
c. P(A}=0 o P(B)=0.

1 1
d. P(A) < 5 P(B) < FY

AB y C, con ACB C C son mutuamente
independientes si:

1
a. P(A)=P(B)="P(C) = E—

b. P(C)=0.

1
c. P(C)=1y P(A)=P(B) = 5

d. 0=P(A) <P(B) <P(C) < 1.

La diferencia simétrica entre dos eventos
A y B se define por medio de:

AAB=(A—B)U(B—A)
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10.

Si AB con P(A)>0 Yy P(B}) > 0 son
independientes,entonces P(A-A B) es igual a:

a. P(A) + P(B).

b. P(A) — P(B).

c. P(A) —P(B — A).

d. P(A)P(B) -+ P(A®) P(B).

Si X es una variable aleatoria con distribu-
cién binomial de parametros n=4 y
p= —12-; y Y = X? es otra variable aleatoria.
Se tiene que P[Y = 4] es igual a:

a. 0.5._

b. 0.375.

c. 0.81.

d. 0.33.

11.

12.
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Si X es una variable aleatoria con distribu-

1
cién binomial de paréametrosn=4yp = Py

Y =2 (X2 — 2) es otra variable aleatoria y
se tiene que P[Y = 4] es igual a:

0.5.
0.375.

0.81.
0.33.

oo o

Si X es una variable aleatoria con distribu-
cién hipergeométrica de parametros:
M=2, N=4yn=2yY=X

es otra variable aleatoria. v se tiene que
PLY = 4], es igual a:

0.1666.
0.5.

0.342.
0.25.

g0 o P

a




13.

14.

Si X es una variable aleatoria con distribu-
cién hipergeométrica de parametros:

M=2N=4yn=2yY=x—1

es otra variable aleatoria, y se tiene que
P[Y = 2], es igual a:

a. 0. .
b. 0.666.
c. 0.1666.
d. 0.25.

Uno de los puntos del siguiente diagrama

sera escogido al azar (es decir, cada uno
de ellos serd seleccionado con probabili-
dad 1/16), X y Y son respectivamente la
abcisa y ordenada del punto seleccionado.

Entonces E(X) es igual a:

1.3.
. 2.5.
4.5.
. 7.

d

2o o

m




15.

16.

17.
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Tomando como referencia el enunciado an-
terior E(XY) es igual a:

a. 2.
b. 3.
c. 5.

Q-

5.25.

Tomando como referencia el enunciado del
reactivo 14, E(Y) es igual a:

a. 2.125.

b. 2.5.
13.

d. 45.

Tomando como referencia el enunciado del
reactivo 14, E(2x —y) es igual a:

a. 3.7.
b. 3.85.
2.875.

o

o

4.




Sume las respuestas:

® Correctas:

® |ncorrectas:

Verifique su capacidad de aprendizaje.

® Excelente: 16 a 17
® Muy bien: 14 a 15
€ Bien: 12 a 13
® Regular: 10 a 11 '

® No acreditado: 1 a 9

Si su resultado es no acreditado, no se desanime. Compare la res-
puesta que no acertd. Considere si realmente no sabia o fue pro-
blema de interpretacion de la pregunta. Reflexione, analice, trate
de determinar la razén de su deficiente aprendizaje o consulte
con Su asesor.

Si usted ha realizado satisfactoriamente las autoevaluacio-
nes de cada unidad, usted ha confirmado sus conocimientos. Aho-
ra esta listo para la evaluacion final de este Mddulo.

173

¢Cuantos puntos alcanzé?

¢ESTA USTED
SATISFECHO
DE SU
AUTOEVALUACION?
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